Efektywne dynamiki kwantowych
polgrup dynamicznych

Piotr Lugiewicz

Streszczenie rozprawy habilitacyjnej

Wspolcezesna teoria kwantowa wymaga ciagle zbudowania wtasciwego apa-
ratu matematycznego lub wlasciwego uzycia juz istniejacych narzedzi ma-
tematyki wspotczesnej. Jednym z wielu waznych aspektéw budowy mate-
matycznej teorii kwantowej, podjetym w badaniach prezentowanych w tej
rozprawie, jest zagadnienie budowy modeli, w ramach ktérych mozna by
wyjasni¢ mechanizm prowadzacy od dynamiki obiektéw kwantowych podle-
gajacych rownaniom Schrédingera do dynamiki makro-obiektéw wyznaczonej
przez rownania Newtona. Matematyczna natura dynamiki Schrodenigera i
dynamiki Newtona jest skrajnie odmienna. W rozprawie jako podstawa do
potaczenia obydwu swiatéw, klasycznego Newtona i kwantowego Schrodin-
gera, zostato uzyte zjawisko dekoherencji.

Wyjasnieniu mechanizmu dekoherencji poswiecono wiele uwagi na gruncie
matematycznych badani poczynajac od prac von Neumanna z lat trzydzie-
stych ubieglego stulecia. Za podstawowsa przyczyne trudnosci dynamicznego
wywolania zjawiska dekoherencji mozna wskaza¢ matematyczng wlasnosé ha-
miltonowskiej dynamiki, ktéra przeprowadza stany czyste w stany czyste.
Rozwiazanie, ktore zostato szeroko zaakceptowane i rowniez zaadoptowane w
tej rozprawie, podal Zurek w latach osiemdziesigtych ubiegtego wieku. Zurek
analizowal schemat von Neumanna opisujacy dziatanie urzadzenia pomiaro-
wego A dokonujacego pomiaru obserwabli S na uktadzie S znajdujacym sie
poczatkowo w stanie opisywanym pewng funkcja falows. Pierwszy etap pro-
cesu pomiaru zwany czesto przedpomiarem polega na formowaniu korelacji
kwantowych miedzy urzadzeniem pomiarowym A a obiektem S poddawanym
pomiarowi przy poczatkowym braku korelacje miedzy A i S. Drugi etap, nie-
realizowalny w ramach formalizmu hamiltonowskiego, jest czesto nazywany
redukcjq pakietu falowego i odnosi sie do przejscia od stanu bedacego su-
perpozycja stanéw do mieszaniny statystycznej stanow, czyli tzw. procesu
dekoherencji. Zurek zwrocil uwage, ze schemat von Neumanna jest niepeny,
gdyz w istocie nie mozna jednoznacznie przypisa¢ urzadzeniu A wielkosci fi-

1



zycznej, ktéra ma ono mierzy¢ w przeciwieristwie do rzeczywistych urzadzen
pomiarowych. Tym samym urzadzenie A po procesie przedpomiaru wedtug
Zurka ciagle pozostaje po stronie $wiata kwantowego i nie przybliza nas do
zrozumienia procesu redukcji paczki falowe;j.

Przedstawione przez Zurka rozwiazanie uzupelnia wyzej opisana luke zawarta
w procesie przedpomiaru, ale jednocze$nie podaje mechanizm redukcji pa-
kietu falowego: przyrzad pomiarowy, to nie tylko uktad kwantowy A ale
uktad ztozony A" = A+E, gdzie jego czesé £ jest umownie nazywana srodowi-
skiem. Wydaje sie by¢ rzecza naturalna, ze urzadzenie pomiarowe sktada sie
z czesci majacej ,,bezposrednia stycznosé” z uktadem mierzonym S. Ta czesé
uktadu bezposrednio ,pobiera informacje” o stanie poczatkowym uktadu mie-
rzonego nie zaburzajac jej. Tym elementem jest kwantowy poduktad A ca-
tego urzadzenia A’. O przekazie jakiej informacji bedzie posredniczyla czesé
A, decyduje czesé £, przy czym czesé £ oddzialuje jedynie z czescia A bez
bezposredniego wplywania czesci £ na uktad mierzony S. Jednoczesnie czesé
& podlega catkowitej ignorancji w czasie pomiaru. Matematycznie oznacza
to, ze nalezy dokona¢ usrednienia wzgledem ignorowanego stanu ,Srodowi-
ska”, co prowadzi nas do odejscia od dynamiki schrodingerowskiej do pewnej
ztozonej dynamiki efektywnej, w ramach ktorej pojawia sie mozliwo$é¢ uzy-
skania ewolucji prowadzacej do procesu redukcji pakietu falowego.
Przedstawiony sposéb modelowania zjawiska dekoherencji opiera si¢ na prag-
matycznym zaltozeniu, ze jedynie cze$ciowa informacja dotyczaca dynamiki
calego uktadu jest dla nas w praktyce dostepna. W uktadzie jako catosci
obowiazuje dynamika hamiltonowska i dekoherencja nie wystepuje. Dlatego
tez mowi sie czasem o pozornej dekoherencji, ktéra nabiera charakter obiek-
tywny.

Ogodlnie, w ztozonych uktadach kwantowych czesto wyrdznia si¢ czesé zwana
,Srodowiskiem” i czeS¢ zwang ,ukladem”, i gdzie w centrum zainteresowa-
nia jest jedynie ewolucja w czasie tylko tej drugiej czesci. Te druga czesé
czesto bedziemy nazywali uktadem otwartym. Ewolucja uktadu otwartego
otrzymana jak wyzej w schemacie Zurka jest w ogolnosci bardzo zlozona
ewolucja. W szeregu sytuacji mozna uzyskac tatwiejsze w analizie dynamiki
poprzez procedury konstruowania specjalnych przyblizen. Dochodzi si¢ w ten
sposob do pojecia kwantowe) potgrupy dynamicznej na algebrach obserwabli.
Krotko przytoczymy te pojecia. Algebry obserwabli matematycznie opisy-
wane sg przez C*-algebry M. Kazda algebre 91 z inwolucja *, ktora jest
jednoczesnie przestrzenia Banacha z norma || - || taka, ze ||z*z| = [|z||* dla
kazdego x € M nazywamy C*-algebrq. W wiekszosci przypadkow bedziemy
przyjmowali, ze algebra jest wyposazona w element jedynkowy, tj. taki ele-
ment algebry 90, ktory bedziemy oznaczaé przez 1, ze 1z = x dla kazdego
x € M.



Element x € 9% nazwiemy dodatnim, co bedziemy zapisywa¢ x € 9, je-
i x = yy = y? dla pewnego elementu y € 9 takiego, ze y* = y. Kazdy
element algebry spetniajacy ostatnia z wymienionych réwnosci bedziemy na-
zywaé hermitowskim lub rzeczywistym. Dla dwoch elementéw rzeczywistych
x, y powiemy, ze x jest wiekszy od y (y mniejszy od x), co bedziemy zapisy-
waé x > y (odpowiednio y < z), jesli x —y € M.

Niech P;, t > 0 jest rodzing ciagglych w normie algebry odwzorowar liniowych
M w M, ktore sa takie, ze P, o P; = Py dla kazdej pary ¢,s > 0, przy czym
Py jest odwzorowaniem identyczno$ciowym. Ponadto kazdy z operatorow P,
zachowuje 1, tj. element jedynkowy algebry 9, tzn. zachodzi P;(1) =1 dla
t > 0. Przy dodatkowych warunkach cigglosci mozna uzyskaé¢ lokalny opis
polgrupy {P:}:i>o przy pomocy generatora. Dlatego tez rozwaza si¢ naste-
pujace typy regularnosci dla potgrup. Niech 901 jest przestrzenia ztozona z
ciaglych w normie funkcjonatéw liniowych na algebrze 9. Polgrupe { P }i>o
nazywa sie:

a) silnie cigglq, jeshi ||Px — z|] — 0 dla t — 0% przy dowolnym wyborze
x € M; || - || oznacza norme algebry I

b) stabo ciggtq jesli n(Px) — n(x) dla t — 07 przy dowolnym wyborze
x € M oraz n € M*

c) x-cigglq jesli n(Px) — n(x) dla t — 07 przy dowolnym wyborze z € I
oraz n € N, gdzie przyjmuje si¢, ze istnieje przestrzen predualna O, tzn. taka
przestrzen Banacha, ze 91 = 9.

Jesli bedziemy mowili o potgrupie *x-stabo ciaglej, to zawsze bedziemy za-
ktada¢ dodatkowo, ze kazdy z operatorow P; jest ciagly w *-topologii na 91,
tzn. najstabszej topologi, w ktorej wszystkie funkcjonaty n € I sa ciagte.
Bedziemy tez zamiennie uzywaé¢ terminu o-stabo ciaglej pétgrupy i odpowie-
dnio o-stabej topologii. Algebry von Neumanna, o ktérych bedzie mowa w
dalszej czesci rozprawy, sa przyktadami C*-algebr, dla ktorych sa spetnione
warunki opisane w punkcie ¢) powyzej.

Ostatnim elementem wchodzacym w pojecie kwantowych pétgrup dynami-
cznych, ktore przedyskutujemy, jest pojecie dodatniosci. Wyrézniamy kilka
typow dodatniosci. Wszystkie one pokrywaja sie w przypadku algebr prze-
miennych. Powiemy, ze polgrupa {P;}i>o jest dodatnia w okreslonym sensie,
jesli kazde z odwzorowan P, jest dodatnie w wymienionym sensie. Niech dalej
M5, (C) jest zbiorem wszystkich zespolonych macierzy o rozmiarze n X n.
I tak powiemy, ze P; jest:

a) dodatni, jesli Py(z*x) > 0 dla kazdego = € M

b) dodatni w sensie Schwarza, jesli Pux*Px < Py(z*x) dla kazdego € IM
¢) n-dodatni, jesli P,@id: M @ M xpn(C) — M & M, 5, (C) jest dodatni

d) kompletnie dodatni, jesli P, jest n-dodatni przy kazdym n = 1,2, ....
Kompletna dodatniosé¢ implikuje n-dodatnio$¢, n-dodatniosé¢ (przy n > 2)
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implikuje dodatnio$¢ w sensie Schwartza, i w koricu dodatnio$¢ w sensie
Schwartza pociaga za soba dodatnio$¢. Powiemy, ze potgrupa {P;}i>o jest
kompletnie dodatnia (odpowiednio: n-dodatnia, typu Schwarza, itp.) jesli
kazdy z operatorow P, t > 0 jest kompletnie dodatni (odpowiednio: n-
dodatni, dodatni w sensie Schwarza, itp.).

Warto nadmienié¢, ze kompletna dodatnios¢ jest naturalnym wymogiem dla
potgrup opisujacych dynamike otwartych uktadéow kwantowych.

Potgrupe {P;}i>o operatoréow liniowych dziatajacych na C*-algebrze, ktore
zachowuja jedynke algebry, nazwiemy kwantowq potgrupg dynamiczng, jesli
jest silnie albo *-stabo ciagta i jest przynajmniej 2-dodatnia. W przypadku
potgrup na algebrach von Neumanna bedziemy zawsze wybierali wariant -
stabo ciaglej potgrupy. Kazdy operator P okreslony na C*-algebrze, ktory
posiada cechy operatoréw wchodzacych w sktad kwantowych potgrup dy-
namicznych, bedziemy czesto nazywaé operatorem markowskim. Operatory
markowskie sa przyktadem odwzorowan zwezajgcych w normie algebry, tzn.
takich, ze | P(x)| < ||z|| dla kazdego x € M. Bedziemy rozwazaé operatory,
ktore sa zwezajace w normach réznych od normy algebry.

W rozprawie rowniez rozwazano nieliniowe potgrupy Markowa na C*-algebrach,
tj. potgrupy operatoréw nieliniowych zachowujacych wszystkie istotne wta-
snosci kwantowych potgrup dynamicznych. To pojecie jest jednak bardziej
ztozone i zostanie omoéwione szerzej w dalszej czesci.

Zamiast terminu . kwantowe potgrupy dynamiczne” bedziemy rowniez uzywac
zamiennie terminu kwantowe potgrupy Markowa. Nazwa kwantowe potgrupy
dynamiczne”, dla wygody sformutowan, rowniez bedzie sie odnosita do pot-
grup nieliniowych. Przy czym z kontekstu bedzie jasno wynikato, z jakim
typem potgrup mamy do czynienia, o ile to rozréznienie bedzie istotne.

Ogo6lnikowy opis badan podjetych w rozprawie

Zasadniczym przedmiotem rozprawy jest analiza dotyczaca dlugoczasowego
zachowania dynamicznych potgrup kwantowych oparta wytacznie na $cistych
wynikach matematycznych. Po czedci pytanie tak postawione nie jest niczym
nowym. Badanie tzw. ergodycznosci potgrup markowskich jest wrecz jed-
nym z klasycznych zagadnien nie tylko w fizyce, ale w samej matematyce
zwlaszcza, jesli chodzi o tzw. potgupy Markowa na przestrzeniach funkcyj-
nych. Idee stawianego tam pytania mozna by okresli¢ gtéwnie jako badanie
istnienia pewnego podzbioru niezmienniczych elementéw dla rozwazanej dy-
namiki oraz sposobu dochodzenia dowolnie wybranych danych poczatkowych
poddanych zadanej dynamice do elementéw niezmienniczych. W szczegdlno-
sci w centrum uwagi jest przypadek, kiedy taki zbior jest jednoelementowy.
Taka sytuacja odpowiada w opisie $wiata fizykalnego np. pewnemu stanowi
rownowagi, ktory jest opisywany tymze elementem niezmienniczym. Mowi
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sie wowczas, ze dana dynamika opisuje sposob dochodzenia uktadu fizycznego
do stanu rownowagi. Podjety kierunek badan prezentowany w przedstawianej
rozprawie roézni sie od wyzej wspomnianego tym, ze w centrum zaintereso-
wania badan sa postawione dynamiki indukowane przez wyjsciowa dynamike
na jej zbiorze niezmienniczym, przy jednoczesnym wystapieniu okolicznosci
matematycznych uznanych za istotne poprzez to, ze wyrdzniaja dynamike
na zbiorze niezmienniczym tym samym dyskredytujac ewolucje na pozosta-
tej czedci zbioru. W takim przypadku bedziemy zbioér niezmienniczy nazywaé
zbiorem efektywnych stopni swobody a sama dynamike na tym zbiorze dyna-
mikq efektywng. Cato$é nazywamy efektywnym uktadem dynamicznym. Pre-
zentowany matematyczny schemat odzwierciedla istote sytuacji, jakie spo-
tykamy w $wiecie fizykalnym, gdzie czesto opisujemy zjawiska w oparciu o
czedciowe, efektywne informacje i obserwacje danego uktadu. Rozwazanie
danej dynamiki jako efektywnej dynamiki taczy sie wiec z rozbudowywaniem
wyjsciowej teorii fizycznej do nowej teorii opisujacej w jednej catosdci wicksza
liczbe aspektow lub potaczeniem istniejacych dwoéch odmiennych teorii doty-
czacych opisu $wiata fizykalnego, jak np. to ma miejsce w przypadku teorii
klasycznej i kwantowej, gdzie przy uzyciu zjawiska dekoherencji ! udato sie,
przynajmniej na poziomie konceptualnym, wskaza¢ na matematyczna moz-
liwos¢ wspotistnienia opisu typu newtonowskiego i kwantowego w ramach
jednej teorii:

ewolucja o charakterze klasycznym jest efektywnqg dynamikqg pewnej
ewolucyi kwantowej uktadu otwartego.

W ogélnosci efektywna dynamika moze mie¢ charakter dynamiki kwantowej,
opisywanej teorig schrodingerowska ale réwniez jest mozliwy charakter lo-
sowy takiej dynamiki, ktory jest opisywany procesami Markowa. Ten ostatni
typ zachowan byt przedmiotem badan w literaturze. Z badaniem efektywnych
dynamik mozna laczy¢ nadzieje na rozwoj teorii pomiaru, w szczegdlnosci z
dynamikami bedacymi cigglymi taricuchami Markowa.

Prezentowane w rozprawie modele efektywnych ukladéw dynamicznych in-
dukowanych przez kwantowe potgrupy opisujace ewolucje na algebrach o-
peratorowych stanowia niewatpliwie pierwsze kroki na drodze rozwoju tej
dziedziny badari matematycznych. Programem badan objete sg nie tylko li-
niowe a réowniez nieliniowe potgrupy dynamiczne.

Lyeprezentujace wyrézniong okoliczno$é matematyczng - wyzej wymieniong przy defi-
nicji efektywnego uktadu dynamicznego



Szczegolowy skrécony opis badan

Przedmiotem badan matematycznych sa kwantowe potgrupy dynamiczne po-
siadajace niezmienniczy stan ¢ (w ogolnosci wage): {T3; t > 0} okreslona na
algebrze obserwabli 9, T} : 9t — 9. Mysla przewodnia jest badanie ist-
nienia rozktadu algebry obserwabli 991 generowanego przez dynamike kwan-
towej potgrupy dynamicznej. Elementy sktadowe takiego rozkladu opisac
mozna w nastepujacy sposéb podany ponizej. Wyjsciowa algebra obserwabli
ma rozklad w postaci sumy prostej przestrzeni Banacha 9t = 9t @ M,.
Podprzestrzen liniowa 9)1; jest ponownie pewna algebra obserwabli a pod-
przestrzen linowa 91, zachowuje inwolucje algebry 9. Rozklad ten jest taki,
ze obie wskazane podprzestrzenie sa niezmiennicze ze wzgledu na dziatanie
operatorow markowskich 73, dla kazdego t > 0. Projektor P : 9 — My
jest wartoScig oczekiwang. Ponadto odwzorowanie T'; = Tifon,: My — M,
dla kazdego t > 0 jest *-izomorfizmem algebry 9, i pétgrupa {7} }+>0 moze
zostac rozszerzona do grupy: Ty, = Tf\tl dla kazdego t > 0 (T~ jest od-
wzorowaniem odwrotnym odwzorowania T').

Istota opisywanego rozkladu jest to, ze ma miejsce nastepujace ttumienie
dynamiki elementéw algebry 90 wybranych poza 9%, tzn. doktadniej: dla
kazdego normalnego funkcjonatu liniowego n z 9M, ? i kazdego elementu
x € My N € zachodzi: n(Tix) — 0 gdy t — +oo. € jest pewna C*-algebra,
ktora jest gesta (w o-stabej topologii). W przypadku, gdy waga ¢ jest sta-
nem na algebrze 91 albo jest poczynione odpowiednie dodatkowe zatozenie
o relatywnej zwartosci potgrupy predualnej, to wowczas: n(Tyx) — 0 gdy
t — +o00 przy dowolnym wyborze x € My oraz n € IM,.

W przypadku algebr obserwabli, ktére sa algebrami skonczonego typu mozna
wzmocnié¢ szereg wtasno$ci matematycznych opisywanego rozktadu. I tak,
np. projektor P : 9 — 9N jest warunkowa wartoscia oczekiwang zacho-
wujacg $lad. Odwzorowanie Ty, = Tilon,: M1 — M, dla kazdego t > 0
zachowuje §lad. Ma miejsce wzmocnione thumienie dynamiki elementow al-
gebry M wybranych poza 9, tzn.: dla kazdego normalnego funkcjonatu
liniowego w z M, i kazdego elementu x € My zachodzi: w(Tix) — 0 gdy
t — +o0. Jesli dodatkowo algebra 9; jest maksymalna algebra samosprze-
zong to wowczas dynamika {77, }+er (R jest zbiorem liczb rzeczywistych) jest
x-izomorficzna z dynamika na algebrze L0, 1] z miara Lebesgue’a zadana
przez mierzalny potok @, : [0,1] — [0,1], t € R zachowujacy miare Le-
besgue’a. Doktadniej przez formule: z € L*[0,1] — z; € L*>|0, 1], gdzie
zi(s) = 2(Py(s)) dla s € [0,1].

Szybki zanik do zera wartosci oczekiwanych moze oznaczaé z praktycznego
punktu widzenia nieosiagalnosé dla eksperymentu obserwabli wybranych z

2w przypadku, gdy algebra obserwabli jest zadana przez pewna algebre von Neumanna



My, jednoczesnie taki rozktad wyznacza obserwable z 9y jako jedyne efek-
tywnie osiagalne w obserwacjach (efektywna algebra obserwabli). Mozemy
mowi¢, reasumujac, ze dynamika kwantowa efektywnie moze byé¢ widziana
jako dynamika klasyczna.

Jeden z podstawowych modeli indukowania klasycznej dynamiki przez kwan-
towa potgrupe, ktory mozna zbudowaé dla algebr skoriczonego typu jest na-
stepujacy. Rozwaza sie faktor generowany przez algebre Glimma A w jej
sladowej reprezentacji GNS: 9 = 7, (A)”. Skonstruowana dynamika na 9
ma postac

%x = 0(x) + Lo(x) = i[H, x| + Lo(x) (i = —1) (1)
gdzie derywacja § generuje o-staba jednoparametrows grupe kx-automorfiz-
moéw algebry 90 oraz Ly jest dyssypatywna cze$ciag dynamiki. Oba sktadowe
elementy opisane sg ponizej.

1. Niech D,, oznacza algebre diagonalnych macierzy rozmiaru 2" x 2", niech
U, jest zbiorem wszystkich macierzy unitarnych U rozmiaru 2" x 2", ktoére
zachowuja algebre D,,. Niech dalej U (2%) jest elementem grupy U,, zdefinio-
wanym nastepujaco:

1\" 1
v (Q_n) (di1, daz,-..) U <2_n) = (danan, dyy, das...)

gdzie macierz diagonalna zostala zapisana w postaci macierzy wierszowej i
zostaly wypisane jedynie jej elementy diagonalne. Poniewaz mamy naturalne
wtozenie homomorficzne grup U,, C U, 1 mozemy rozwazy¢ zbior U;ﬁ% Uy,
ktory jest grupa abelowa izomorficzng z grupa liczb diadycznych D odcinka
[0, 1] z dodawaniem modulo 1:

D:{—n: k=0,1,2,..2" —1 oraz nzl,?,...}

[zomorfizm ten zadany jest formula: liczbie diadycznej d = % przypisujemy

operator unitarny U(d) = U (%)k Mozemy teraz podac reprezentacje grupy

liczb diadycznych D w postaci podgrupy grupy x-automorfizméw wewne-
trznych algebry 9
d €D — a(d) € Aut(IM)

gdzie a(x) = U(d)*zU(d) dla kazdego = € 9. W pracy zostato udowod-
nione nastepujace twierdzenie: Istnieje o-stabo ciggly homomorfizm grup
a:t e R —Aut(9M) taki, ze a(m) =idy dla kazdej liczby catkowitej m € Z
oraz dla liczb diadycznych d € D zachodzi: a(d) = U(d)* - U(d). Ponadto,



kazdy s-automorfizm «(t) jest przestrzenny, tzn.: «(t) = U(t)* - U(t) dla
pewnej silnie ciagltej grupy {U(¢)}ier operatoréw unitarnych w przestrzeni
Hilberta H,, reprezentacji m,,. W szczegolnosci dostajemy wyrazenie na
generator § grupy {a; }rer W postaci 6(-) = i[H, -], gdzie H jest samosprzezo-
nym operatorem w przestrzeni Hilberta H,,, generujacym grupe {U(t) }ier.

2. Niech ©® C A jest algebra Banacha generowang przez macierze nieskori-

czone postaci 0 = 1®..01Q03Q1®..., gdzie 1 = ( (1) (1) ) oraz macierz

Pauliego o3 = ( (1) _01 ) stojaca jedynie na k-tej pozycji iloczynu tensoro-
wego.

Algebra ® jest maksymalng abelowa algebra samosprzezong, ktoéra jest -
izomorficzna z algebra C(C) wszystkich funkcji zespolonych ciaglych na zbio-
rze Cantora C. Rozwazany jest uktad ztozony z czastki swobodnej petniacej
role §rodowiska. Przestrzen stanoéw czastki jest zadana przez przestrzen Hil-
berta Hg = L?(R,dm) (dm jest miara Lebesgue’a na prostej rzeczywiste;j)
oraz kinematyka opisana jest algebra wszystkich operatoréw ograniczonych
dzialajacych w Hg: Mp = B(Hg). Algebra catego uktadu jest algebra
von Neumanna 9 ® 9Mp operatoréw dziatajacych w przestrzeni Hilberta
Hy, ® Hp. Hamiltonian oddzialywania jest postaci:

+o00 1
Hint:’/rw (Z 2k >®p

k=1

gdzie p jest operatorem pedu czastki w Hg. Dynamika zredukowana jest

zadana formutg
Tto(;g) — [I¥E (elthtm ® 1E€_1t-Hint)

gdzie 117 : MM p — N jest warunkowa wartoscia oczekiwang wzgledem
stanu odniesienia wg = [¢) (1|, gdzie wektor 1) jest zadany

elpz
P 2)

1
:m/m

oraz 1Y (r @ A) = wp(A)r @ 1 = wp(A)z.

Zostalo udowodnione nastepujace twierdzenie: {TP};>¢ jest kwantowa pot-
grupa dynamiczng na 2N, ktora jest réwniez zwezajaca w normie $ladowe;j.
Generator potgrupy {77 }+>¢ oznaczymy przez Ly. Dowodyzi sie, ze zaburzenie
0 + Lg jest generatorem potgrupy kwantowej. Odpowiadajgca temu genera-
torowi polgrupe oznaczymy przez {71} }>o.

Podalgebra von Neumana 9)1; opisana teoretycznie powyzej w rozwazanym
modelu jest *-izomorficzna z algebra m,,, (D) = L>®(C, du).

()
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Opisana powyzej dynamika efektywna jest zadana przez grupe x-automor-
fizmow {73 }+>0, ktora to grupa jest izomorficzna z grupg *-automorfizmow
algebry L>°(S', dm) generowanej przez potok @, : St — St € R zadajacy
jednostajny ruch po okregu S': dla x € L*°(S!, dm) mamy z — x;, gdzie
7¢(a) = x(a+2rt), dla a € [0,1), gdzie + jest dodawaniem modulo 2.

Model czastki oddziatujacej z uktadem spindéw byt rozwazany przez Bella w
kontekscie dyskusji redukcji pakietu falowego ale nie rozwazal on dynamiki
powstalej przez usrednienie wzgledem stopni swobody srodowiska.

Zaproponowany w przedstawionej rozprawie model jest pierwszym $cistym
modelem matematycznym realizujacym w ujeciu algebraicznym scenariusz,
w ktorym w wyniku procesu ewolucji uktadu kwantowego pojawiaja sie efek-
tywne, tzn. jedyne dostepne w obserwacji, stopnie swobody, ktérym mozna
przypisa¢ statut klasycznych zmiennych dynamicznych podlegajacych kla-
sycznemu prawu ewolucji, tzn. zadanemu przez potok na przestrzeni stopni
swobody uktadu klasycznego opisanej rozmaitoscia rézniczkowa.

W przypadku algebr nieskoniczonego typu mozna réwniez uzyska¢ modele
podobnego typu. Niech G = D x D x D jest produktem prostym grupy liczb
diadycznych na prostej rzeczywistej R. Niech H = @ L*(R?, dm), gdzie dm
jest miarg Lebesgue’a w przestrzeni R3. H jest przestrzenia Hilberta odpo-
wiadajaca uktadowi, ktorego dynamike zbudujemy ponizej. Grupa G dziata
na algebrze L® = L*(R? dm) w nastepujacy sposob: a,(f)(r) = f(r + g)
dla kazdego r € R3. Dzialanie to jest wolne i ergodyczne. Kinematyczne
stopnie swobody uktadu opisuje algebra von Neumanna bedaca iloczynem
krzyzowym: 9 = L™ ®, G. Tak otrzymana algebra jest faktorem typu
I, gdzie 7 : M — [0, +o0] zdefiniowane wzorem 7(z) = [ x(0,0)dm jest
polskonczong waga Sladowa (Sladem), ktora jest normalna i wierna. Niech
To jest kanonicznym normalnym x-izomorfizmem algebry L w 9. 7, (L)
jest przemienna podalgebra von Neumanna algebry 9. Srodowisko opiszemy
przestrzenia Hilberta Hy = L*(R3, dm) i algebra B(Hg) wszystkich operato-
row ograniczonych w Hpg. Algebra catego uktadu to algebra von Neumanna
M ® Mg operatoréow dziatajacych w H Q@ Hg

Pelny hamiltonian uktadu jest zadany istotnie samosprzezonym operatorem

3
N 1
Hgp = —V'P®1E+§1 Qp-p+ § ckTa(Th) ® P
k=1

gdzie ¢, > 0 dla k =1,2,3, v = (v,v9,v3) € R® & = (21,39, 73) jest ope-
ratorem polozenia oraz p = (p1, 2, p3) jest operatorem pedu w L%(R3, dm).
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Ponadto P = (Py, Py, Ps), Py = ©apr oraz mo(iy) = [ Ma(dEx(N)), gdzie
dE) jest miarg spektralng operatora ;. Dziedzina jest zadana przez zbior

D(H) = {EeHoHe: &) € S® xR), &) =0 pw. g€}

gdzie § jest przestrzenia funkcji Schwartza zanikajacych do zera w nieskon-
czonosci wraz ze wszystkimi pochodnymi szybciej niz odwrotnosé dowolnego
wielomianu, a symbol p.w. oznacza: ,dla prawie wszystkich”. Wybieramy
stan §rodowiska wp = |[¢)(¢|, gdzie stan ¢ € L?(R3 dm) jest zdefiniowany
Y(r) = [[, Yo(re) i gdzie ¥y jest zadany przez transformate Fouriera jak we
wzorze (2). Potgrupa zostata wprowadzona formuta

Ti(z) = I¥F (5P @ 1e71sP)

dla kazdego x € 9.

{T}}+>0 jest kwantowa polgrupa dynamiczna na 9t. Rozklad algebry obser-
wabli ma posta¢ My = 7, (L>) oraz dla wszystkich n € M, oraz x € My
n(Tyx) — 0 dla t — +o0o0. W konsekwencji uzyskano, ze efektywnemu ukta-
dowi dynamicznemu odpowiada jednostajny ruch prostoliniowy w przestrzeni
euklidesowej, doktadniej: (zml, T1|t) ~ (L, ®,), gdzie ® jest potokiem zada-
nym na R3 w nastepujacy sposob: ®;(r) =r +tv dlar € R3 oraz t € R.

Zastosowanie iloczynu krzyzowego w kontekscie fizyki pojawito sie w pracach
Landsmanna. Uzyl on iloczynu krzyzowego przemiennej algebry z odpowied-
nig grupa automorfizméw do procedury kwantowania odpowiedniego uktadu
klasycznego. Opisany wyzej model matematyczny moze byé¢, w tym kontek-
Scie, zakwalifikowany jako proba realizacji procesu odwrotnego do procesu
kwantyzacji: wyprowadzenia uktadu klasycznego z kwantowego - ,dekwanty-
zacji’.

Opisany matematyczny schemat moze by¢ zastosowany nie tylko do wyobra-
zenia sobie w jaki spos6b moga by¢ opisane aspekty klasyczne w tym mecha-
nizm pojawiania si¢ dynamiki klasycznej w sposob spojny w ramach jednego
modelu o charakterze opartym wytacznie na regutach swiata kwantowego.
Moze on postuzyé za punkt wyjscia do modelowania innych efektywnych za-
chowan uktadow kwantowych. W szczegélnosci takie efektywne zachowanie
moze mie¢ czysto kwantowy charakter. Pytanie to bylo motywacja do bu-
dowy modeli nastepujacego typu nizej opisanego. Rozwazony zostal uktad
spinowy taki sam jak w pierwszym przyktadzie powyzej i zostal sprzegniety
z uktadem nieoddziatujacych fononéw w dodatniej temperaturze T' (5 = %,
k stata Bolzmanna), ktory odpowiada jednowymiarowemu krysztatowi har-
monicznemu. Przestrzen Hilberta stowarzyszona z bezspinowym fononem to
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He= L*(R,dm). Przestrzen Hilberta stowarzyszona z caltym krysztalem jest
zadana przez F ® F, gdzie F jest bozonowa przestrzenia Focka nad prze-
strzenig H¢. Fononowe pole ¢ jest zadane formuty ¢(f) = \/Li (a(f) + a*(f)),
gdzie f € H¢a wyrazenia a(f), a*(f) sa operatorami, odpowiednio, anihilacji

i kreacji zadanymi w reprezentacji Araki-Woodsa
a(f) =ar ((1+p)*f) @T+T@a; (p37)

a*(f) =a} ((1 + p)%f> @I+1I®ap (,0%7)
i gdzie z kolei ap, a}, sa operatorami kreacji i anihilacji w przestrzeni Focka.
p jest rozktadem Plancka

1
p(k) = eBulk) _ 1

z relacja dyspersji w(k) = |k|. Hamiltonian opisujacy nieoddziatujace fo-
nony Hp = Hy® 1+ 1® Hy, gdzie Hy = [w(k)ah(k)ar(k)dk. Zbudowana
reprezentacja odpowiada stanowi wg na algebrze CCR okreslonemu przez
rOwnanie

wr(a (Nal9) = [ p(k)TR 1)k

Stan wg zostanie uzyty jako stan odniesienia przy wyznaczaniu dynamiki
samego ukladu spinowego. Dynamika calego uktadu jest opisana hamilto-
nianem:

H=nH})®1p+1s® Hg + A Y m(0}) ® 6(f)
=1

gdzie HY = Y77 lyo. Macierz o} jest macierzg Pauliego ( (i (1] ) w l-

tym wezle. Dla prostoty rozwazymy jedynie sprzezenie uktadu spinowego z
jedna moda pola fononowego, tzn. f, = a,g, gdzie a, jest ciagiem takim, ze
Ay > Z;’inﬂ a; dla n=1,2,.... Przyktadowo a,, ~ 2% Przy technicznych za-
lozeniach dotyczacych mody g pola (opisanych szczegdtowo w publikacjach)
mozna wyprowadzi¢ przy uzyciu metody zwanej singular coupling limit dy-
namike uktadu spinéw, ktora jest markowska i posta¢ jej generatora jest
nastepujaca

L() =1 [ru(HY) + bra(AP, ]+ dama(4) - m(d) — 2 {ma(A), - )

gdzie A =37 a0}, stale a > 0 a b € R s wyznaczone przez srodowisko.
Nawias { -, - } oznacza antykomutator. Przyjmujac, ze h, > > 7 . Iy
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udowodniono nastepujace twierdzenia: dla potgrupy 7; = e’ ma miejsce
rozklad algebry obserwabli, przy czym algebra efektywna 91, = C -1

Jesli a; = 0, to wowczas zachodzi My = Msyo, gdzie Msyo jest algebra
wszystkich macierzy zespolonych rozmiaru 2 x 2. Ponadto dynamika efek-
tywna na 991, ma charakter czysto schrodingerowski, tzn. zachodzi:

Tie(z) = e"ze 7 dla kazdego = € M, oraz t € R

Rozwazono szereg konstrukeji potgrup na algebrach CCR. 3. Konstrukcje zo-
staly oparte na polaczeniu ze soba ewolucji o charakterze deterministycz-
nym i ewolucji losowej odbywajacych sie w pewnych przestrzeniach fazo-
wych. Przedstawiana metoda konstruowania potgrup jest w duzym stopniu
podobna do procedury zwanej druga kwantyzacja wprowadzong do konstru-
owania dynamik unitarnych uktadu wielu czastek. W istocie moze by¢ inter-
pretowana jako jej zaburzenie dynamika o charakterze losowym.
Niech (S, +) jest dowolna abelowa grupa, ktéra zaopatrujemy w topologie
dyskretng. Wowczas S jest jej grupa dualng zaopatrzona w topologie Gel-
fanda. Niech S : S — S jest homomorfizmem. Rozwazmy odwzorowanie
dualne S : S — S zdefiniowane warunkiem: (Sx)(f) = x(Sf) dla kazdego
X € S oraz f € S. Odwzorowanie S jest ciaglym homomorfizmem grupy S.
Niech dalej {S;}icr jest jednoparametrows grupa izomorfizmow S; : S — S.
Wowcezas odpowiadajaca rodzina 5}, t € R jest réwniez jednoparametrows
grupa dziatajaca w S. Wprowadzmy oznaczenie: M h (g) oznacza zbiér bore-
lowskich miar probabilistycznych na S. Miarg szczegolnego typu jest miara
Diraca skoncentrowana w elemencie neutralnym grupy S. Oznaczmy ja przez
d¢, gdzie € jest elementem neutralnym grupy S. Podobnie J¢ jest miara proba-
bilistyczna skoncentrowana w punkcie £&. Wprowadzone zostato nastepujace
pojecie:
rodzine miar {1 }1>0 C M; (S) nazywamy S;-zaburzong potgrupg splotowq
miar (lub krotko Si-pétgrupq) jesli pg = ds oraz jest spelniony ponizszy wa-
runek

[y * gt*us = gy dla kazdego t,s >0

gdzie % oznacza splot miar a Sy, : M; (S) — M;"(S) jest transportem
miary zdefiniowanym przez [S}*(u)} (E) = u (5’[ 1E> dla kazdego zbioru
mierzalnego F. 5’[ 'E jest przeciwobrazem zbioru E. Pokazano, ze: kaz-
dej Si-polgrupie odpowiada markowski proces stochastyczny o wartosciach

w przestrzeni S. W pelnej analogii do charakteryzacji Lévy-Khintchina dla
potgrup splotowych miar mozna wprowadzi¢ nastepujace klasy Si-potgrup:

3algebra kanonicznych regul komutacji (Canonical Commutation Relations) albo tez
algebra Weyla
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diracowska, gaussowaska 1 poissonowska. Wowczas: ogodlniejsze S-potgrupy
mozna uzyska¢ przez sploty wyzej wymienionych typow S;-poétgrup oraz od-
powiednie granice S;-poétgrup typu poissonowskiego.

Niech dalej S jest przestrzenia wektorowa zaopatrzona w forme symplek-
tyczna o. Niech {S;}ier jest grupa symplektycznych automorfizmow S, tzn.
spelia warunek: o(S;f, S;g) = o(f,g) dla wszystkich f,g € Sdlat € R oraz
F () transformata Fouriera miary u. Wowczas: dla Si-potgrupy {p }+>0 miar

N

na S istnieje jednoznacznie wyznaczona potgrupa operatoréw markowskich

{T}}+>0 na algebrze Weyla T; : 20(S) — 20(S) taka, ze
TW(f) = Fu) ()W(Sf)  dia knidego f €S

Ponadto rozwazono szereg modeli prowadzacych do redukcji algebry wyjscio-
wej, w tym mozna zawrze¢ modele prowadzace do dynamik newtonowskich.
Jako pewien przykiad rozwazmy nastepujacy model. Wezmy o$rodkowa ze-
spolona przestrzenl Hilberta z baza ortonormalna {e, }°°,. Niech bedzie za-
dana dynamika poprzez samosprzezony operator H, S; = . Przyjmuje sie,
ze H posiada przynajmniej jedng niezdegenerowana warto$¢ wtasng w # 0.
Niech e; jest taki, ze He; = wep. Niech rzeczywista przestrzen S jest rozpieta
przez wektory ey, Jeq, es, Jeo, ..., gdzie operator J jest operatorem mnozenia
przez jednostke urojong. Symplektyczna forma jest zadana poprzez iloczyn
skalarny o(f,g) =Im(f,g). Niech @ : S — R jest dodatnig forma kwa-
dratowa: Q(f) = (f, PLf), gdzie P = 1 — P i P = |e;){e;| rzutuje na
podprzestrzen rozpieta przez e;. Rozwazmy potgrupe operatoréow markow-
skich T; zdefiniowana warunkiem:

T(W(f)) = exp{=t|[PLfIPYW (" f)  dla f€S

Ponizsze stwierdzenie jest rowniez prawdziwe przy wyborze ogdlniejszej po-
staci formy kwadratowej, np. Q(f) = (f, Af), gdzie suppA = P+.
Powyzsza dynamika wyznacza rozklad 20(S) = 9y @ My, gdzie My =
23(R?). Zachodzi:

Ty W(z,y) = W(x coswt — ysinw, rsinwt + y coswt)

dla (z,y) € R?. Ponadto dla kazdego stanu w na algebrze Weyla 23(S) i
kazdego elementu A € My zachodzi w(T;A) — 0 dlat — oo

Otrzymany uktad dynamiczny (71;,9%) w reprezentacji Schrédingera od-
powiada dynamice kwantowego oscylatora harmonicznego. Rezultat mozna
uogolni¢ np. na dowolng skonczona liczbe kwantowych oscylatoréw harmo-
nicznych.

Warto zwréci¢ uwage, ze konstrukcja prezentowanej klasy potgrup pozwala
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na obejscie delikatnych kwestii dotyczacych konstrukeji jej generatoréw. Do-
tyczy to zwtaszcza budowania dynamik potgrupowych w regularnych repre-
zentacjach 7 algebry CCR w przestrzeniach Hilberta. Wowczas w sposob na-
turalny pojawiaja sie operatory pola, bedace nieograniczonymi operatorami.
Oddzialywanie angazujace nieskoriczona ilo§¢ mod pola stwarza dodatkowe
utrudnienia, gdyz matematycznie odpowiada to analizie nieskoniczonych sum
nieograniczonych operatoréw. Powyzej przytoczona obserwacja dotyczaca
tatwosci konstrukeji generatorow zbudowanych z szeregdéw operatorowych w
istocie byta jednym z punktow wyjscia do analizy rozszerzen wyzej wprowa-
dzonych potgrup w reprezentacjach CCR.

Zagadnienie rozszerzenia polgrupy {T;};>o okreslonej na algebrze CCR w
reprezentacjach tej algebry mozna przedstawié¢ abstrakcyjnie w nastepujacy
sposob. Niech 7, jest reprezentacja GNS zwiazana ze stanem w na algebrze
0(S). H., jest przestrzenia Hilberta reprezentacji. Bedziemy rozwazaé sy-
tuacje, kiedy jest ona o$rodkowa. Kolejnym zalozeniem odnoszacym sie do
stanu w jest wymog aby odwzorowanie f € S — 7, (W (f)) byto ciagte w
topologii normowej S i silnej topologi operatorowej rozwazanej w przestrzeni
operatoréow dziatajacych w H,. Warunek ten mozna ostabi¢ do wymogu
mierzalnodci ale przy nalozeniu warunku nastepujacego typu *:

l}igl co(g+9¢)dv(g) = co(¢’)  dla kazdego ¢ €S

s

gdzie ¢, to funkcjonal charakterystyczny.

Dla polgrupy T; : 20(S) — 20(S) mozna postawi¢ nastepujace pytanie
0 jej rozszerzenie: czy i kiedy istnieje o-stabo ciagta potgrupa operatorow
normalnych taka, ze:

Ty« m, (W(S))" — m, (W(S))"
T¢m,(x) = no(Tyx)  dla kazdego z € 25(S)

Zagadnienie to taczy sie z dwoma kwestiami. Pierwsza z nich dotyczy rozsze-
rzalnosci w reprezentacji kazdego z operatoréw T; do Ty’. Druga dotyczy o-
stabej cigglosci tak rozszerzonej rodziny operatorow wzgledem parametru t.
Tego typu zagadnienia byty dyskutowane w literaturze dla x-automorfizmow.
Dla czesci automorficznej potgrupy {7:}i>o przyjeto wiec nastepujace zato-
zenia: istnieje grupa x-automorfizmow {a¥ }icr taka, ze

a; (mo(W([)) = mu(a(W(f)))

dla kazdego f € Sit € R. Ponadto przyjeto zatozenie, ze odwzorowanie t —
(W (S.f)) jest ciagle w stabej operatorowej topologii. Tym samym po-

4doktade sformutowania znajduja sie w publikacjach
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wyzsze pytania dotyczace rozszerzalnosci operatorow potgrupy {7} }i>o spro-
wadza sie gtownie do analizowania rozszerzalnosci jej czesci dyssypatywnej.
Przyjete zalozenia umozliwiajace osiagniecie tego celu maja charakter tech-
niczny i tacza si¢ zasadniczo z wlasnosciami Sy-potgrupy miar { g }¢>o (rozne
warianty zostaly rozwazone). Jesli kazdy z operatoréw T; ma rozszerzenie
do normalnego operatora Ty oraz dla kazdego wyboru x € 20(S) funkcja
t — Ty(x) jest o-stabo mierzalna, to {T}"},., jest o-staba polgrupa, wtedy
i tylko wtedy gdy -

ﬂ kerTy = {0}

>0
Dla S;-potgrupy miar {j }i>o 1 dynamiki {S; }+er istnieje kwantowa potgrupa
{T}’}+>0 na algebrze von Neumanna 7, (20)” jednoznacznie wyznaczona wa-
runkiem

Trmo(W(S)) = F () (f) (W (51))

Podobnie jak w przypadku poétgrup konstruowanych na algebrach Weyla tak
1 teraz mozna wyrézni¢ trzy typy potgrup {7;}i>0: diracowska, gaussowska
i poissonowska. Rozwazajac stany regularne w w pracy przedstawiono po-
sta¢ generatoréw tych potgrup. Przytocze jedynie przypadek gaussowski,
ktory byt inspiracja do tych badan i jednoczesnie zawiera wspomniany wyzej
ciekawy aspekt sumowania szeregdéw, ktorego wyrazami sg operatory nieogra-
niczone. Niech w jest stanem regularnym na algebrze Weyla 20(S), gdzie S
jest przestrzenia symplektyczna niesiong przez zespolong przestrzen Hilberta
H. Niech {p}¢>0 jest Si-potgrupa miar gaussowskich na przestrzeni S, wy-
znaczong przez forme kwadratows, ktora jest ciagla w topologii Sazonova
przestrzeni H. Wowczas generator polgrupy {7 }:>o ma postaé

o0

L(z) = 6(x) = > N [®u(f), [@u(fi), 2]] dla kazdego = € D

=1

gdzie 0 jest derywacja odpowiadajaca dynamice automorficznej a cze$é¢ dys-
sypatywna opisana jest przez ciag A\; > 0 taki, ze .~ \; < +00 oraz mody
pola @, (f;), gdzie {f;} C S jest ciagiem ograniczonym w normie H. W konicu
D jest rdzeniem generatora zadanym przez kombinacje liniowe elementéw po-
staci [;° o (t)m.(T,W (f))dt, gdzie f € S i ¢ jest dowolng funkcja gladka o
nosniku zwartym na potprostej (0, +00).

Cata konstrukcja jest uwarunkowana dopasowaniem wtasnosci stanu w na
algebrze Weyla, wlasnosci miar {p;}+>0 w tym szczegolnie lokalizacji ich no-
$nika i regularnosci samych uzywanych operatoréw na algebrze Weyla. Z
jednej strony wtasnosci stanu moga pozwolié¢ na rozszerzenie algebry Weyla
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w reprezentacji (rozszerzenie przestrzeni S), co z kolei jest korzystne, bo
dopuszcza wieksza swobode w lokalizacji no$nika miar Si-poétgrupy. 7 dru-
giej strony stany niedopuszczajace takich rozszerzen uktadu Weyla (uktad
fizyczny, ktory jest opisywanym bardziej osobliwymi obiektami matematycz-
nymi) narzucaja silniejsze warunki na lokalizacje miar {/u }i>o.

Szczegblna sytuacja, w ktorej mozna zastosowaé twierdzenia tej pracy, wy-
stepuje w przypadku temperaturowych reprezentacji opisanych przez Araki-
Woodsa, czy tez préozniowych reprezentacji teorii pola.

Niech Xy, Xj,...,X, sa gtadkimi polami wektorowymi na pewnej rézniczko-
wej rozmaitosci M. Powiemy, ze pola te tworza uktad pol Hormandera jesli w
kazdym punkcie p € M pola te wraz z ich wszystkimi mozliwymi nawiasami
Liego do pewnego rzedu S(p) rozpinaja przestrzen styczna T, . Jednym z
podstawowych przyktadéw zastosowania w fizyce pol Hormandera sa proby
wyprowadzenia prawa Fouriera opisujacego stacjonarny rozktad temperatury
w podtuznym ciele, ktorego dwa konce sa utrzymywane w réznych tempe-
raturach. Wychodzac od dynamiki mikroczastek (skoriczona liczba czastek)
postuluje sie generator odpowiadajacy procesowi Markowa w postaci opera-
tora nastepujacego typu:

»C:Zng‘l'XO (3)

k=1

gdzie pola Xy, Xi,...,X, tworza uklad pol Hérmandera. Niech D(M) jest
klasa gtadkich funkcji o zwartych nosnikach oraz D’(M) odpowiadajaca klasa
dystrybucji Schwarza na rozmaitosci M. Stynne twierdzenie Hormandera
orzeka, ze operator L jest hypoelliptyczny, tzn.:

sing-supp (7T") = sing-supp (LT) dla kazdego T € D'(M)

Jesli wymiar rozmaitosci M jest wiekszy od r stojacego w réwnaniu (3), to ta-
kie operatory nazywamy zdegenerowanymsi lub tez uzywamy nazwy operatory
Hérmandera. W literaturze badano dtugoczasowe zachowanie potgrup Mar-
kowa generowanych przez operatory Hormandera na grupach Liego, gdzie
rozwazano lewo niezmiennicze pola X na grupie. Taka analiza dla grup
niezwartych, znacznie trudniejsza niz dla grup zwartych, jest opisana w lite-
raturze matematycznej i dotyczy jedynie tzw. symetrycznych przypadkow,
tzn. takich dla ktoérych czton Xy = 0. W kontekscie nie tylko zwigzanym z
grupami przypadki niesymetryczne z Xy # 0 sa znacznie trudniejsze do ana-
lizy od symetrycznego przypadku. Roéwniez, gdy grupa Liego G jest grupa
zwarta, przypadek symetryczny z Xy = 0 jest tatwiejszy.
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Losowy proces Markowa na grupie Liego, ktéremu odpowiada potgrupa mar-
kowska generowana przez operator Hormandera zbudowany wytacznie z lewo
niezmienniczych pél na grupie bedziemy nazywali zdegenerowanymi dyfuzja-
ms lub tez dyfuzjami Hérmandera.

Przedmiotem badan tej czesci rozprawy jest analiza dtugoczasowego zacho-
wania pewnej klasy kwantowych potgrup markowskich w oparciu o wtasno-
$ci dtugoczasowych zachowan zdegenerowanych dyfuzji na grupach Liego.
Niech D C A jest gesta *-podalgebra pewnej C*-algebry. Niech Der(D) jest
zbiorem *-derywacji, ktore zachowuja zbior D. Gléwna mysl zawarta w tej
czedci rozprawy polega na wyjsciu od pewnego skoniczonego zbioru derywa-
cji {do, d1,...0m} CDer(D). Rozwaza si¢ operator L = > 7" a;;0; o 0; + do.
(a;;) tworzy pewna symetryczng macierz dodatnio okreslong o wspotezyn-
nikach rzeczywistych. Przy pewnych zatozeniach operator ten z dziedzing
D jest pregeneratorem, tzn. jego domkniecie generuje silnie ciagta potgrupe
operatoréw markowskich T, = e**. Nastepnie, rozwaza sic komutatory tych
derywacji: [0;,d;] = d; 06; — §; 0 §; oraz komutatory wyzszych rzedoéw. Przy
pewnych okolicznosciach moze si¢ zdarzyé, ze rzeczywiste kombinacje liniowe
tych derywacji wraz z ich komutatorami do pewnego skoriczonego rzedu utwo-
rzg algebre Liego g. Niech GG jest jednospojna grupa Liego, ktorej algebra Lie
pokrywa si¢ z g. Z jednej strony algebra derywacji moze postuzyé do zbudo-
wania cigglego dzialania grupy G na algebrze A: g € G — «a, € Aut(A),
gdzie symbol Aut(A) oznacza grupe s-automorfizmow algebry A zaopatrzo-
na w silna topologie. Z drugiej strony mozna stowarzyszyé¢ z generatorem
L dyfuzje na grupie Liego G w taki sposob, ze derywacji §; wystepujacej w
generatorze L przypisujemy odpowiednie pole lewo niezmiennicze X; na gru-
pie G. Niech £ = 3", a;;X;X; + Xo bedzie generatorem dyfuzji na grupie
Liego G a {fu }+>0 splotowa polgrupa miar odpowiadajaca potgrupie genero-
wanej przez L, ktora dziata na algebrze funkcji ciagtych Cy(G) znikajacych
w nieskoriczonosci. Woéwczas okazuje sie, ze

Ti(z) = / ag(z)p(dg) dla kazdego x € A
e

Powyzszy program mozna zrealizowaé¢ dla grup zwartych, doktadniej przy
liscie nastepujacych zatozen:

(Z) kazda z derywacji &g, d1,...,0,, jest zachowawcza; istnieje gesty zbior
Dy C D elementéw geometrycznych dla &g, d1,...,0,,; forma Killinga
algebry g jest ujemnie okreslona

Niech P : A — A jest zdefiniowany poprzez: Pr = [, agy(x)dg, dla x € A,
gdzie catkuje sie wzgledem unormowanej miary Haara na grupie G. P jest
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warunkowa wartoscia oczekiwang na C*-podalgebre F,,: © € F, jesli ay(x) =
x dla kazdego g € G. Woweczas: istnieja state C' > 0 oraz A > 0 takie, ze dla
kazdego x € A zachodzi

|Tiz — Px| < Ce ||z dla kazdego ¢t >0

Ponadto T; P = PT, dla kazdego t > 0, tzn. Fr = RanP.

Wynik zostat uzyskany dzigki zbadaniu zachowania si¢ dyfuzji na grupie G.
Warto zwroci¢ uwage, ze uzyskany rezultat dotyczy tzw. niesymetrycznych
dyfuzji, tzn. z czescia dp # 0 (Xo # 0 na poziomie dyfuzji na grupie), ktore to
dyfuzje sa znacznie trudniejsze do analizy od przypadku symetrycznego, tzn.
do = 0 (odpowiednio Xy = 0). W literaturze rozwazono jedynie symetryczna
dyfuzje na zwartej grupie Liego z warunkiem Xy = 0 1 X1,...,X,, spelniaty
warunek Hormandera.

Powyzsza metode zastosowano do analizy dhugoczasowego zachowania na-
stepujacej polgrupy opisujacej dynamike ujemnie naladowanej czastki kwan-
towej w R? uwiezionej przez potencjal Coulomba wytworzony przez dodat-
nio natadowane jadro. Niech H oznacz odpowiednia przestrzenn Hilberta dla
tej czastki, Tr(#H) oznacza zbiér ograniczonych operatoréow ze skonczonym
sladem. p €Tr(H) jest stanem czastki, jesli jest dodatnio okreslony oraz
Trp = 1. Rozwazmy formalne wyrazenie

L*p = —i[Ls,p] +2LpLy — Lip — pL?

0z dy Oy
stanowia odpowiednio pierwsza i trzeciag komponente operatora momentu
pedu. By przeprowadzi¢ §cista analize wprowadzono A = K(H) zbiér opera-
torow zwartych generowany przez projektory ortogonalne rzutujace na stany
wlasne hamiltonianu opisujacego atom wodoru. Zachodzi C(H)* =Tr(H),
zatem mozna rozwazy¢ rOwnanie na gestym podzbiorze przestrzeni operato-
row zwartych. Doktadniej rozwazono pregenerator zbudowany z wyrazenia
postaci L = 0% + 8y, gdzie g = i[L3,-] i 6y = i[Ly,-]. Derywacje o i &y
tworza algebre grupy SU(2). Za dziedzine derywacji przyjeto zbior gene-
rowany przez kombinacje liniowe projektoréw na stany wtasne hamiltonianu
atomu wodoru. Woéwcezas mozna sprawdzi¢ potrzebne zalozenia i powyzsza
strategia moze by¢ uzyta. W szczegdlnosci asymptotyczne zachowanie dyfu-
zji kwantowej uzyskuje sie z zachowania dyfuzji na grupie SU(2). W istocie
grupe SU(2) mozna zamieni¢ na grupe SO(3), gdzie dzialanie « tej grupy
na algebrze A = K(H) dane jest formula: a4(xr) = UyaU;, i gdzie ope-
ratory unitarne U, dzialaja w przestrzeni L*(R3, dm) w nastepujacy sposob:
Uy(r) = (g 'r) dla kazdego r € R? oraz g € SO(3). Niech V, = 't € R

gdzie operatory nieograniczone L, =—i (yi — zﬁ> oraz L3=—i (III . y%)
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jest jednowymiarowa grupa unitarnych operatoréw generowang przez hamil-
tonian atomu wodoru H. Wowczas na algebrze P(A) w mysl powyzszego
twierdzenia mamy do czynienia z efektywna dynamiks zadana formuta:

Wy : P(A) — P(A) Wy =P(Vi(-)V;") dlakazdego t € R

Powyzsza dynamika efektywna pochodzi od markowskiej potgrupy {7:},-,
zdefiniowanej wzorem T; = V,exp {tf}, gdzie L jest domknieciem wyzej
rozwazanego operatora L. Na koniec przechodzac do operatoréw dualnych
mozna uzyska¢ kwantowa dynamike markowska na przestrzeni Tr(H), ktorej
generator ma formalna postac:

—i[H, -] —i[Ls, - |4+ 2L( - )Ly - {L3 -}

gdzie {-,-} oznacza antykomutator. Dynamika efektywna na P*(Tr(H)),
gdzie P* jest projektorem dualnym do projektora P, jest zadana przez dery-
wacje —iP* o [H, - ].

Warto odnotowaé ze udato si¢ znalezé szacowanie na wspolczynnik opisujacy
szybkos¢ dazenia do projektora rzutujacego na algebre stabilna: A\ = %.
Glowne narzedzia potrzebne do dowodu wynikéw mozna przeniesé na przy-
padek ogoélniejszych grup zwartych. Pozwala to w istocie przenie$é powyzsza
analize przy zaadaptowaniu zalozenn (Z) na przypadek nieskoriczenie wy-
miarowy poprzez odwolanie si¢ do analizy na grupach zwartych jako wersji
nieskoriczenie wymiarowej analizy grup i algebr Liego. Niech nieskoriczona
rodzina derywacji {d;}ic; generuje nieskorniczenie wymiarowa algebre Liego
g w taki sposob, ze istnieje rodzina czesciowo uporzadkowanych ideatow by,
A € A, gdzie A jest zbiorem skierowanym przez czesciowy porzadek <, taki, ze
by C by dla A < X oraz (), ba = {0}. Ponadto, algebry Liego gy = g/,
ktorych granica rzutowa jest g, sa skonczenie wymiarowe i posiadajg generu-
jacy ja zbior derywacji speliajacych zalozenia (Z). Odpowiadajaca rodzina
jednospojnych i zwartych grup Liego {G)}aea bedzie tworzyla system rzu-
towy, ktorego granica rzutowa jest pewna zwarta grupa . Szczegdlna oko-
licznoscia jest, gdy uktad derywacji {0; }ier stanowi czesé tzw. rzutowej bazy
algebry g wzgledem naturalnego uktadu Liego grupy G, tzn. skierowanego
uktadu normalnych podgrup { Hx}xea, Hx C Hy przy X = A, (\yep Hr = {e}
i takich, ze G\ = G/H,. Stosujac powyzsze rezultaty mozemy zdefiniowaé
dziatanie grupy G na algebrze A poprzez grupe automorfizmow a[*g I gdzie
[g]n € G\ jest obrazem przy kanonicznej projekcji elementu g € G, 1 w kon-
sekwencji rozwazajac odpowiednio skonstruowang granice uzyskaé¢ dzialanie
oy, g € G na algebrze A.

Ogolniej, niech U;, t € R jest jednoparametrowsa, ciagla grupa automorfi-
zmoéw grupy G oraz pu, t € [0,00) rodzing miar probabilistycznych na G,
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ktora spelnia warunek [U_q], (us) * [U—s], (r) = psst, t,s > 0, wowczas
mozna rozwazy¢ ogolniejszy typ potgrup Ty(x) = [, au, ) (2)m(dg), dla z €
A. Przyktadowo generator kwantowej potgrupy dynamicznej przy wyborze
Uy =idg, t € R, ktora zostala uzyskana z wyjsciowego zbioru derywacji
{0 }icr stanowiacego jednoczesnie czes¢ wspomnianej wyzej bazy rzutowej,
ma postacé: L = Zie] a;j0; 0 0; + Ziel b;0;, gdzie nieskoriczonej sumie mozna
nada¢ sens przy uzyciu odpowiedniego pojecia granicy. b; € R, (a;;) jest
rzeczywista, symetryczna, dodatnio okreslona macierza. Rdzeri operatora L
rowniez moze zostaé opisany szczegbtowo.

Badanie nieliniowych uktadéw dynamicznych w kontekscie kwantowej teorii
ma swoja dluga tradycje. Z jednej strony sa to formy poszukiwania no-
wego matematycznego przeformutowania istniejgcej teorii kwantowej w taki
sposob, aby moéc uja¢ w jedna catoéé liniowe i nieliniowe aspekty teorii kwan-
towej takie, jak np. omawiane zjawisko dekoherencji. 7 drugiej strony jest
wyrazane przekonanie o obecno$ci nieliniowosci w mechanice kwantowej jako
sladu pewnej bardziej fundamentalnej teorii o charakterze nieliniowym. Przy
czym postulowana nieliniowo$é powinna wchodzi¢ w taki spos6b do mecha-
niki kwantowej, aby ta nieliniowa teoria przechodzita w schréodingerowska
mechanike w skali atomowej, tj. skali, przy ktorej obowiazuje zasada su-
perpozycji. Innymi stowy zjawisko dekoherencji nie wymaga wyjasnienia,
bo zasada superpozycji jest przyblizonym efektem wtornym wynikajacym z
postulowanej bardziej podstawowej teorii. Niezaleznie od zasadnosci i wagi
tych rozwazan w nurcie tym pojawiaja sie interesujace matematyczne modele
godne uwagi. Motywacja do tej czedci badan jest inna i nie nalezy jej taczyé
z ta powyzej opisana.

Przyktady nieliniowosci w fizyce kwantowej, o charakterze mniej fundamen-
talnym od wspomnianych, dostarcza nam np. fizyka jadrowa, gdzie nieli-
niowos¢ jest wynikiem wprowadzenia tarcia na poziomie mikro§wiata. Inne
przyktady nieliniowo$ci spotykamy w kwantowych uktadach ztozonych z wielu
cial. Np. podjeto probe uogodlnienia warunku KMS do tzw. lokalnego
warunku KMS, ktory ma opisywaé¢ nieréwnowagowe stany stacjonarne, z
ktorymi nie jest juz zwiazana jedna okreslona wartos¢ temperatury ukta-
du. Z kolei w innych pracach wprowadzono pojecie nieliniowego kwantowego
uktadu dynamicznego jako formy uogolnienia nieliniowych proceséw Mar-
kowa. Rownania ewolucji zostaty sformutowane w przestrzeni stanéw uktadu
kwantowego ale rowniez wprowadzano nieliniowe réwnania rézniczkowe dla
ewoluujacych w czasie elementow algebry obserwabli. W prezentowanych ba-
daniach zawarta jest propozycja sformutowania markowskiej dynamiki kwan-
towej bezposrednio na przestrzeni obserwabli uktadu kwantowego. Jedna
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z motywacji do badan rozpoczetych w tej pracy jest sformutowanie odpo-
wiednich twierdzen opisujacych wlasnosci dtugoczasowych zachowan takich
dynamik i w szczegolnosci zwrocenie uwagi na wystepowanie dynamik efek-
tywnych. Za pewna inspiracje mozna uznaé¢ nastepujacy pogladowy model
dynamiki na algebrze 7, (A)"°

3y = Lo(z¢) + 0% (d(my)) x4 € Toy(A)” dla ¢t >0 (4)

operator Ly i derywacja 0 zostaly skonstruowane w pierwszym modelu za-
prezentowanym w tym streszczeniu (poréownaj z (1)). Czes¢ nieliniowa po-
chodzi od funkcji ¢ : R — R. Przyktadowo ¢(\) = |A|" A dla A € R
im > 1. Czlon nieliniowy stojacy w tym réwnaniu mozna identyfikowaé
z nielintowq kwantowq dyfuzjg: ignorujac czton z Ly a nastepnie zastepu-
jac w sposob formalny §% przez operator Beltramiego-Laplaca A dzialajacy
na pewnej rozmaitoéci M, oraz zastepujac elementy algebry x; przez pewne
funkcje f; okreslone na rozmaitosci M uzyskamy réwnanie ewolucji w postaci
fi = A(6(f,)), ktore identyfikuje sie z pewna podklasg tzw. dyfuzji nielinio-
wych. Dyfuzje nieliniowe ciggle stawiaja wyzwania dla matematykow, w tym
opis dtugoczasowego zachowania sie takich dyfuzji.

Jedna z ambicji podjetych badan jest uzyskanie nieliniowej dyfuzji jako efek-
tywnej dynamiki. W szczegblnosci oczekuje sie, podobnie jak to zostato
opisane w liniowej teorii, ze powyzszy uklad opisany réwnaniem (4) jest
efektywnym uktadem dynamicznym, ktérego efektywna dynamika odpowiada
pewnej dyfuzji nieliniowej odbywajacej sie na okregu S*. W ogélnosci diu-
goczasowe zachowanie nieliniowych poétgrup prowadzi w naturalny sposéb do
wiekszego zakresu mozliwosci. W szczegolnosci asymptotyczne zbiory nie-
zmiennicze moga by¢ teraz nieliniowymi rozmaitosciami, np. stozkami, jak
to demonstruja rozwazane przyktady. Badania przedstawiane maja rowniez
statut badan czysto matematycznych: praca zawiera propozycje rozszerzenia
pojecia kwantowej markowskiej potgrupy na nieliniowe przypadki.

Niech D C A1i D jest domknietym podzbiorem, ktory nie jest pusty. Funkcje
t € [0,4+00) — S; eMap(D, D) taka, ze:

(].) StSr - St+r7 SO :ldD

(2) dla kazdego = € D zachodzi Sy(z) — x dlat — 0

(3) dla pewnej liczby rzeczywistej w zachodzi ||S;(z) — Si(y)|| < e“t||lx — y|
nazywamy potgrupg Lipschitza (typu w).

Podobnie, jak w przypadku liniowym, pétgrupy te mozna zbudowaé¢ w opar-
ciu o pojecie generatora, chociaz statut tego pojecia jest inny niz w teorii
liniowej. Zbior wszystkich (unormowanych) funkcjonaléow stycznych elemen-
tu z oznaczamy przez J(x). Niech F : A — 24, Dziedzing D(F) od-

Salgebra von Neumanna generowana przez algebre Glimma w reprezentacji §ladu
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wzorowania F' jest zbior tych elementow = € A dla ktorych F(z) # 0. Z
kolei przeciwdziedzing okresla si¢ jako R(F) = J,cpp) (7). Powiemy, ze
odwzorowanie F' jest dyssypatywne, jesli dla kazdej pary réznych elementow
x1, 22 € D(F) mozna znalezé element ¢ € J(x1 — x9) taki, ze

Reop(y1 —y2) <0 dla kazdego  y1 € F(x1),y2 € F(x2)

Operator jest scisle dyssypatywny jesli powyzszy warunek zachodzi dla kaz-
dego ¢ € J(x1 — x2). W koricu odwzorowanie dyssypatywne F' nazwiemy
m-dyssypatywnym jesli dla pewnej liczby A > 0 zachodzi R(I — AF) = A.
Odnotujmy, ze z kazdym odwzorowaniem m-dyssypatywnym mozemy sto-
warzyszy¢ pewna Lipschizowska polgrupe (w = 0). Odnotujmy réwniez,
ze w badaniach zostaly uzyte bardziej ogélne warunki® niz wymieniona m-
dyssypatywnosé: sa to tzw. range condition jakie naktada sie na operatory
dyssypatywne. Wprowadzmy warunek jednopunktowej dyssypatywnosci od-
wzorowania [: dla kazdego niezerowego x € D(F') mozna znalezé element
¢ € J(x) taki, ze

Rep(y) <0  dla kazdego y € F(x)

W teorii nieliniowych operatoréw pojawia sie szereg nowych pojeé, ktorych
wyrdznienie w liniowej teorii nie ma sensu. Jednym z nowych poje¢ jest wy-
puktosé w zawezonym sensie zbioru D C A: jesli dla kazdej pary punktow
x1,x2 € D mozna wskaza¢ taka liczbe § z przedziatu otwartego (0,1), ze
kombinacja wypukta Az; + (1 — A\)z2 € D dla kazdego A € (0,0) U (1 —4,1).
Wprowadzmy tez oznaczenia: D, to zbior elementéw postaci %(m—i—x*), gdzie
x € D; D, to zbidr elementéw postaci %(:p — %), gdzie z € D; sam element
%(x — 2*) bedziemy czesto oznaczaé przez Imx; DT to zbior elementéw po-
staci ¥, gdzie x € D; D¢ = A\D i w koncu, jesli D C A jest podzbiorem
C*-algebry, to D bedzie oznacza¢ domkniecie zbioru D w normie algebry A.
Rozwazmy odwzorowanie S : D — D. Powiemy, ze:

(1) S jest nierozszerzajgce, jesli ||S(x)—S(y)|| < ||z —yl| dla kazdego x,y € D
(2) S jest zwezajace, jesli ||S(x)| < ||z|| dla kazdego x € D

(3) S jest *-symetryczne, jesli D jest x-gwiazdka niezmienniczy oraz S(z*) =
S(z)* dla kazdego x € D

(4) S jest rzeczywiste, jesli D N Ay # 0 oraz S(z) € A, dla kazdego
reDNA,,

(5) S jest dodatnie, jesli DNA, # () oraz S(x) € Ay dla kazdego x € DNA,
(6) S jest silnie dodatnie, jesli S(x*)S(z) < S(z*z) dla kazdego = € D ta-
kiego, ze z*x € D

6jak réwniez rozwaza sie potgrupy lipschitzowskie z w # 0
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(7) S jest monotoniczny, jesli S jest rzeczywiste oraz dla kazdego z,y €
DNAsgz<y= S(r) <S(y)
(8) S jest unitalny (subunitalny), jesli 1 € D oraz S(1) (S(1) < 1).
Rozwazono szereg relacji porzadku dla niepustych podzbioréw A i B algebry
A. W szczegolnosci powiemy, ze B jest 3-wiekszy od A, co zapisujemy sym-
bolem A <3 B, jesli zachodzi: dla kazdego elementu x; € A istnieje element
xe € B taki, ze Re(zq — 1) € A,. Majac powyzsze pojecia zaproponowano
nastepujace pojecie dyssypacji: F : D(F) — 24 nazywamy dyssypacjq jesli
dziedzina wraz z kazdym elementem x € D(F') zawiera w sobie z*x oraz
zachodzi

F(x)'z + 2*F(z) <3 F(z*2)
W pracy zostato zaproponowane tez nastepujace pojecie kwantowej potgrupy
markowskiej. Niech D C A bedzie domknietym podzbiorem x-niezmienniczym
takim, ze A, N D # (. Polgrupe Lipschitza S; : D — D, t > 0 na-
zwiemy kwantowq potgrupg Markowa, jesli dla kazdego ¢ > 0 odwzorowanie
S; jest: rzeczywiste, dodatnie, zwezajace 1 subunitalne. Kwantowa potgrupe
Markowa nazwiemy kwantowa poétgrupa x-markowskq, jesli dodatkowo S; sa
x-symetryczne; zachowawczqg jesli S; sa unitalne i monotoniczng, jesli S sa
monotoniczne.
W przeciwienstwie do przypadku liniowych poétgrup, gdzie markowsko$é mo-
zna zdefiniowa¢ warunkiem dodatniosci i subunitalnos$ci, wymienione wta-
snosci sa niezbedne. Przykladowo, jak pokazano, dodatnio$é¢ nie implikuje
monotonicznodci; potgrupa moze byé zwezajaca jednoczesnie bedac nie nie-
rozszerzajaca. 7 kolei x-symetryczno$é pociaga za sobg rzeczywistosé o ile
DN A, # 0 jak w przypadku liniowym.
Dla liniowych operatoréw gesto okreslonych warunek dyssypatywnosci jest
rownowazny Scistej dyssypatywnosci. W przypadku nieliniowym pokazano,
ze dyssypatywne odwzorowanie moze nie by¢ Scisle dyssypatywne. 7 drugiej
strony istnieje motywacja badania Scistej dyssypatywnosci, np. w teorii za-
burzeri. Ponizsze twierdzenie zachodzi w dowolnej przestrzeni Banacha:
Dyssypatywne odwzorowanie F' — wl, w € R jest $cisle dyssypatywne jesli:
(1)D(F) jest lokalnie wypukty i wypukly w zawezonym sensie
(2)R(F) jest zawarty w domknieciu powtoki wypuklej dziedziny D(F)
(3)F jest hemi-potciagly od dotu w topologii normy.
Kolejng istotng wlasnoscia jest warunek rzeczywistodci i *-symetrycznosci.
Funkcja M : D — [0, +0c0) jest lokalnie ograniczona na D jegli istnieje
odwzorowanie r : D — (0, +00) takie, ze dla kazdego x € D

sup{|M(y)| : ye DNK(z,r(x))} < oo

gdzie K(z,7) jest kula otwarta o promieniu r. Przyjeto zalozenia dla D(F):
D(F)N Ay = D(F)N Ay, DIF)NA, = D(F)NA,, DIF)N A, # 0,
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D(F) = D(F)'. Ponizej przyjmiemy m-dyssypatywnosé F (rozwazano réw-
niez ogodlniejsze zatozenia niz m-dyssypatywnosé):

Niech M : D(F) — [0,00) jest lokalnie ograniczona funkcja na dziedzinie
D(F) taka, ze

F(2)esN{Nmz : A> M(z)} =0 dlakazdego =z € D(F)NAS, (5)
Woweczas polgrupa {S; }>¢ dziatajaca w zbiorze D(F) jest rzeczywista. Jesli
dodatkowo F(x*) = F(z)" dla kazdego x € D(F) N AS,, to {S;}i>0 jest *-
symetryczna.

Przy zalozeniu (5) i dodatkowym zalozeniu istnienia funkcji My : D(F) N
Ao — [0, 00) lokalnie ograniczonej na D(F') N Ay, takiej, ze

Fz)NB, =10 dla kazdego = € D(F)N Az, NAS

gdzie B, = U/\>M+(x) {y € Ay, © y < Az} pokazano: polgrupa {S;}i>o jest
rzeczywista i dodatnia.

Roéwniez pokazano pewng wersje twierdzeri odwrotnych do powyzej sformu-
towanych przy pewnych wzmocnionych zatozeniach o istnieniu stabego gene-
ratora dla potgrupy {S:}i>0. W szczegdlnosci te odwrotne twierdzenia daja
mozliwos¢ przekonania sie, ze lista zatozen powyzej przyjetych jest uogélnie-
niem warunkéw koniecznych, jakie nalezatoby natozy¢ na odwzorowanie F'.
Przedyskutowano rowniez pewne warunki, ktére daja bezposrednia kontrole
nad dodatnio$cia i samosprzezonoscia elementow Sy(z). Przyktadowo rozwa-
zono warunek dajacy nastepujaca kontrole nad samosprzezonosciag elementow
Si(z): istnieje stala M > 0 taka, ze dla kazdego elementu z € D(F) N A¢, i
kazdego x’ € F(x) istnieje funkcjonal ¢ € J(Imzx) taki, ze

Re¢ (Imz’ — MImz) <0 (6)

Niech istnieje stala nieujemna M, taka, ze dla kazdego wyboru elementow
Ty, 29 € D(F) N Asq takiego, ze x5 — 21 € A% 1 kazdego wyboru elementow
x) € F(xy) i 2y € F(xy) mozna wskaza¢ ¢ € J((xe — x1)7) taki, ze

Reg(zy — ) 2 —M|(z2 — 21)" | (7)

Niech ponizej F' jest jednopunktowo dyssypatywny, spetnia warunki opisane
w (6) oraz (7). Jesli dodatkowo: F(0)s, N Ay # 01 F(1)s N (—Ay) # 0, to
wowczas polgrupa {S;}+>0 jest monotoniczna kwantows potgrupa Markowa.
Jesli F' jest dodatkowo dyssypacja, to wowczas potgrupa {S;}i>o jest silnie
dodatnig i monotoniczng kwantowa poétgrupa Markowa.
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Podsumowanie. Bez watpienia na obraz postrzeganego przez nas makro-
swiata sklada sie caly szereg procesow zachodzacych w kwantowym mikro-
Swiecie. Przedstawiony kierunek badan i zaprezentowane wyniki dotyczace
efektywnych dynamik otwartych kwantowych uktadéw dynamicznych w prze-
konaniu autora stanowia dobrze wypracowana podstawe do dalszego rozwoju
matematycznych modeli w teorii kwantowej odnoszacych si¢ do klasycznych
wlasnosci uktadow fizycznych. W szczegdlnosci dotyczy to konstruowania
modeli na algebrach von Neumanna typu [1[, ktore sa nietatwym mate-
matycznym wyzwaniem ale silnie umotywowanym tym, ze odpowiadaja one
uktadom fizycznym chociazby poprzez fakt, ze kazdemu makroskopowemu
ciatu fizycznemu, w warunkach réwnowagi termodynamicznej, mozna przy-
pisa¢ okreslong temperature. Mikroskopowy, w szczegolnosci kwantowy, opis
uktadow ze stacjonarnym rozktadem temperatury bedacych najprostszymi
przyktadami nierownowagowych uktadow, stanowi ciagle interesujacy przed-
miot badari matematycznych. Uzasadnienie na gruncie matematycznej teo-
rii wystepowania stacjonarnych rozktadéw temperatury wydaje sie tkwi¢ w
bardziej dogtebnym zrozumieniu i opisaniu na poziomie kwantowego mikro-
Swiata mechanizmu prowadzacego do powstania i przypisania temperatury
uktadom makroskopowym, ktoéra jest jednym z przyktadéw kolektywnych
wielko$ci fizycznych uzywanych do opisu zjawisk w skali makroswiata i kto-
rych Zréodto powstania nalezy upatrywaé w mikroswiecie.

Efektywne uktady dynamiczne wydaja sie dostarcza¢ pewnej matematycznej
metody wyodrebniania wielko$ci o charakterze kolektywnym stowarzyszo-
nych z zadanym uktadem przy jednoczesnym wyznaczeniu prawa ewolucji
jakim one podlegaja. W istocie pelne wykorzystanie przedstawianej metody
do opisu kolektywnych zjawisk moze sie ujawni¢, gdy umocuje sie ja na grun-
cie bardziej podstawowej teorii fizycznej. Dotyczy to zwtaszceza nieliniowych
efektywnych ukladéow dynamicznych, gdzie, z jednej strony wydaje sie rze-
czg atrakcyjng przedstawienie nieliniowych zjawisk jako efektywnych dyna-
mik kwantowych nieliniowych pétgrup, przy, z drugiej strony, jednoczesnym
braku kanonicznych metod wprowadzania tych ostatnich na gruncie obecnie
znanych teorii fizycznych.

Tak zwana nickomutatywna geometria rézniczkowa przypuszczalnie dostar-
cza przyktad jezyka matematycznego pozwalajacego na budowe bardziej pod-
stawowej teorii fizycznej niz teoria kwantowa, na ktorej bazuja badania opi-
sane w przedstawianej rozprawie. Polgczenie tego nurtu z nurtem badan
zaprezentowanym moze w przysztosci zaowocowac interesujacymi modelami
efektywnych uktadéw dynamicznych. Postep w dziedzinie efektywnych ukta-
dow dynamicznych mozna wiec rowniez tgczy¢ z rozwojem matematycznych
teorii fizycznych o charakterze bardziej fundamentalnym niz znana obecnie
teoria kwantowa.
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