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4. Wskazanie osiggniecia stanowigcego podstawe postepowania habilitacyjne-
go

Jako osiagniecie naukowe wynikajace z art. 16 ust. 2 ustawy z dnia 14 marca 2003 r.
o stopniach naukowych i tytule naukowym (Dz. U. nr 65, poz. 595 ze zm.) wskazuje jed-
notematyczny cykl publikacji podejmujacy i rozwiazujacy (w opisanym ponizej zakresie)
problem: ”Stany zwigzane operatoréow nielokalnych: przypadek ultrarelatywsi-
styczny”.

4. a. Wykaz prac stanowigcych jednotematyczny cykl publikacji

Na cykl pt. ”Stany zwigzane operatoréw nielokalnych: przypadek ultrarelaty-
wistyczny” sktada si¢ 10 prac opublikowanych w latach 2013-2016:

[A1l] M. Zaba, P. Garbaczewski, V. Stephanovich, Levy flights in confining environ-
ments: Random paths and their statistics, Physica A 392, (2013), 3485-3496,

[A2] M. Zaba, P. Garbaczewski, Thermalization of Levy flights: Path-wise picture in 2D,
International Journal of Statistical Mechanics, vol. 2013, (2013), 738345, (1-12),

[A3] M. Zaba, P. Garbaczewski, V. Stephanovich, Path-wise versus kinetic modeling for
equilibrating non-Langevin jump-type processes, Cent. Eur. J. Phys. 12 (3), (2014),
175-184,

[A4] M. Zaba, P. Garbaczewski, Solving fractional Schrdinger-type spectral problems:
Cauchy oscillator and Cauchy well, J. Math. Phys. 55 (9), (2014), 092103, (1-20),

[A5] P. Garbaczewski, M. Zaba, Nonlocally-induced (quasirelativistic) bound states: Har-
monic confinement and the finite well, Acta Phys. Pol. B 46 (5), (2015), 949-981,




[A6] P. Garbaczewski, M. Zaba, Nonlocal random motions and the trapping problem,
Acta Phys. Pol. B 46 (2), (2015), 231-246,

[A7] M. Zaba, P. Garbaczewski, Nonlocally-induced (fractional) bound states: Shape ana-
lysis in the infinite Cauchy well, J. Math. Phys. 56 (12), (2015), 123502, (1-21),

A8] E. V. Kirichenko, P. Garbaczewski, V. Stephanovich, M. Zaba, Ultrarelativistic
[
(Cauchy) spectral problem in the infinite well, Acta Phys. Pol. B 47 (5), (2016),
1273-1290,

[A9] E. V. Kirichenko, P. Garbaczewski, V. Stephanovich, M. Zaba, Levy flights in
the infinite potential well as the hypersingular Fredholm problem, Phys. Rev. E 93,
(2016), 052110, (1-10),

[A10] M. Zaba, P. Garbaczewski, Ultrarelativistic bound states in the spherical well, J.
Math. Phys. 57 (7), (2016), 072302, (1-26).

4. b. Oméwienie celu naukowego i wynikéw prac [A1-A10]

Procesy losowe z gaussowskim szumem byty od dziesiecioleci intensywnie badane w li-
teraturze, poczawszy od pionierskich prac Smoluchowskiego na temat ruchéw Browna [1].
Naleza one do szerszej klasy proceséw, o niezaleznych i stacjonarnych przyrostach, nazywa-
nych procesami Lévy [2-4] zobacz tez [5, 6]. Niech X; bedzie procesem Lévy na przestrzeni
probabilistycznej (2, F, P) o wartosciach w przestrzeni euklidesowej RY. Dzigki znanemu
wzorowi Lévy-Chinczyna, bogata klase procesow Lévy mozna scharakteryzowaé¢ podajac
funkcje charakterystyczna Elexp(i < p, X; >)] = exp(—tF(p)), gdzie

1 . i ;
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Rodzina proceséw Lévy jest bardzo bogata, szczegdlnymi jej przypadkami sa procesy:
Poissona, Gamma, Wienera czy wreszcie symetryczne procesy a-stabilne z wyktadnikiem
funkeji charakterystycznej F,(p) = |p|%, gdzie a € (0,2), czy procesy relatywistyczne z
wyktadnikiem F™(p) = /p?> + m? —m, m > 0 (co jest przeskalowana klasyczna wersja
relatywistycznego hamiltonianu v/m2ct + ¢2p? — mc?, gdzie c jest predkodcia $wiatta w
prézni (¢ = 1)). Jedynym procesem nalezacym zaréwno do klasy proceséw « - stabilnych
jaki i relatywistycznych (Fy(p) = F°(p) = |p|) jest proces ultrarelatywistyczny, nazywany
takze procesem Cauchy. Wérdd catej klasy proceséw a-stabilnych (od lat intensywnie ba-
danych), to wtasnie procesy ultrarelatywistyczne wydaja sie mie¢ uchwytny sens fizyczny.
Procedura kwantowania wymaga wprowadzenia przestrzeni Hilberta (np. L*(R™)) i zasta-
pieniu parametru p operatorem pedu p — p = —iV, (h = 1) [7]. Wynikiem kwantowania
jest generator procesu |V| = (—A)Y2, ktérego jawna postaé zalezy od przestrzeni na ja-
kiej dziata. Jawna postac¢ przestrzeni Hilberta zostanie zdefiniowana w dalszej czesci pracy.
Generatory procesow nieskoniczenie podzielnych sg w ogélnosci nielokalne, pozwalaja zde-
finiowa¢ potgrupy Lévy-Schrodingera, a odpowiadajace im procesy losowe sa okreslane
mianem “typu skokowego”, jak i wychodzace poza tradycyjny inwentarz proceséw sko-
kowych (dopuszczalne sa tu skoki o dowolnie matej dtugosci jak i te o dowolnie duzej
dtugosci). Nielokalne operatory (—A)Y?2 sg istotnymi narzedziami tak zwanej utamkowe;j
mechaniki kwantowej [8-12]. Idea pochodnych utamkowych to pomyst nie nowy. Pierwsza
(udokumentowana) wzmianka na ich temat pojawita sie w liscie G. W. Leibnitza do de



I"'Hospitala w 16951, w ktérym nie wykluczyt on istnienia pochodnej rzedu 1/2. Niemniej
jednak istotny rozwdj tej dziedziny siega lat 70-tych ubiegtego stulecia [13]. Formalizm
utamkowej mechaniki kwantowej, opracowany do tej pory nie jest niestety konsystentny,
ani wolny od spornych pogladow, szczegdlnie w kontekscie problemoéow spektralnych, ktore
pojawiaja sie przy zaburzeniu ich (lokalnymi) potencjatami wiezacymi.

W ostatnich latach procesy Lévy ciesza sie szczegdlnym zainteresowaniem. Dzieje sie
tak za sprawa licznie pojawiajacych sie przyktadéw ”$wiata realnego”, ktérych ewolucja
jest wyraznie niegaussowska. W rzeczywistosci procesy Lévy okazaly sie by¢ wszechobecne
i empirycznie obserwowalne w rozmaitych obszarach badan: w fizyce (anomalna dyfuzja,
przeptyw turbulentny, nieliniowej dynamice hamiltonowskiej [14, 15], optyce [16]), bio-
logii (bicie serca [17], sieci neuronowe [18]), sejsmologii (zapisy aktywnosci sejsmicznej
[19]), inzynierii przetwarzania sygnatéw [20-22], ekonomii [23] (finansowe szeregi czasowe
[24, 25]) i wielu innych. Istnieje zatem silna potrzeba opisu rzeczywistosci w jezyku mate-
matyki, znajdowania rozwigzan podstawowych problemow, a takze proponowania nowych
rozwigzan eksperymentalnych, weryfikacji lub wykluczenia nowych hipotez dotyczacych
np. szczegdtowej dynamiki na poziomie mikroskopowym. Nie trzeba przekonywac zadnego
"powaznego” fizyka jak waznym zagadnieniem mechaniki kwantowej sg zagadnienia skon-
czonej, badz nieskonczonej studni, czy zagadnienie kwantowego oscylatora harmonicznego
i jak wielkg grupe eksperymentéw mozna wyjasni¢ uzywajac tego jezyka. Mamy nadzieje,
ze podjete przez nas badania wiezionych proceséw ultrarelatywistycznych dadza nowe idee
i nowy impuls do badan doswiadczalnych.

Literatura dotyczaca rozwigzan spektralnych ultrarelatywistycznych operatorow z wia-
zacymi potencjatami jest dos¢ uboga. Jedynie nieliczne zagadnienia wlasne sg rozwiazane,
nie méwiac juz o rozwigzaniach analitycznych. Przyktadem takiego analitycznego wyniku
jest zagadnienie wtasne ultrarelatywistycznego operatora z potencjatem harmonicznym w
jednym wymiarze [26, 27]. Rozwiazania te nie sg elementarne (catki z iloczynéw funkcji
trygonometrycznych i funkcji Airy). Znane sg takze rozwiazania analityczne dla operatora
(—A)'2 7 potencjatem anharmonicznym V(z) = 2* w postaci uogélnionych funkcji Airy
[28, 29]. Zagadnienia wlasne z potencjatami typu nieskonczona studnia czy skonczona
studnia o gtebokosci Vj, wydawalo by sie elementarne, nie doczekaly sie jeszcze $cistego
rozwiazania. Co prawda w [8-12] pojawily sie "rozwiazania” nieskoriczonej studni, jednak
stoja one w ewidentnej sprzecznosci z przyblizeniami otrzymanymi w pracach profesjo-
nalnych matematykéw [30-34]. Pojawiajace sie réznice w obu podejéciach sa powodem
szerokiej i ozywionej dyskusji i stanowia klase zagadnien, ktore nalezy wyjasnic¢, najlepiej
przy uzyciu zupelnie odmiennych metod. Prace, ktore zostang za chwile omoéwione sg
odpowiedzig na postawiony przed chwilg problem. Zagadnienia oscylatora harmonicznego
i anharmonicznego sa jak dotad jedynymi zagadnieniami wtasnymi procesu Cauchy roz-
wiazanymi $cisle w jednym wymiarze przestrzennym. W przestrzeniach o wigkszej liczbie
wymiarow sytuacja wyglada jeszcze gorzej. Znane jest rozwigzanie utamkowego opera-
tora Cauchy w przestrzeni tréjwymiarowej z potencjalem harmonicznym ale jedynie dla
| = 0 (rozwigzanie radialne). Zadne rozwiazanie z [ # 0 nie jest znane nawet dla poten-
cjatu harmonicznego [35]. Problem tréjwymiarowego procesu a-stabilnego w potencjale
sferycznej symetrycznej kuli, co zaskakujace, zostal podjety niedawno [36, 37|, gdzie zna-
leziono ograniczenia na wartosci wlasne, zwiazki miedzy warto$ciami wtasnymi w 3D i 1D.
Co prawda pojawity sie tam funkcje sferyczne, sugerujace zwiazki z orbitalnym momen-
tem pedu, jednak zagadnienia z [ # 0, zostaly odstawione na bok. Dlatego tez zagadnienie
stanow zwigzanych procesu ultrarelatywistycznego w potencjale studni zaréwno w jednym
jak 1 w trzech wymiarach wymaga gtebokiej analizy.

Nieco lepiej wyglada sytuacja dla zagadnien wtasnych operatora quasirelatywistyczne-
go. Zagadnienia spektralne w przestrzeni trojwymiarowej quasirelatywistycznych opera-
toréw w obecnosci potencjatu harmonicznego, potencjatu Coulomba byty szeroko badane
gtéwnie w fizyce wysokich energii (najczesciej wspieranej numerycznie) [60, 73], w fizyce



matematycznej [74-76] i zagadnieniach stabilnosci materii [77].

Rozprawa poswiecona jest problemom spektralnym operatorow ultrarelatywistycznych
z potencjalami wiazacymi. Metody zawarte w pracach [A1-A10] moga by¢ rozwiniete (i
niejednokrotnie sg) na klase dowolnych symetrycznych proceséw a-stabilnych czy proce-
séw relatywistycznych. W pracach [A1-A3| przedstawiamy efektywny algorytm pozwala-
jacy konstruowac trajektorie proceséw stabilnych i wyznaczac ich statystyke. Zaprezento-
wane tam procesy asymptotycznie daza do réwnowagi typu Boltzmanowskiego, a metoda
ich konstrukeji nie jest rownowazna standardowemu opisowi przy pomocy rownan Lan-
gevina. Praca [A3] poréwnuje metode statystyk trajektorii prezentowana w [Al, A2] z
kinetycznym modelowaniem réwnania mistrzowskiego, dajacego sie przybliza¢ metoda-
mi roznic skonczonych. Rozwiazania spektralne z potencjatem studni przedstawione w
[A4, A5] byly mozliwe dzigki przygotowaniu i przetestowaniu numerycznego algorytmu,
ktory pozwolit na doktadne wyznaczenie wartoéci whasnych i ksztattu funkeji wlasnych. W
[A4] zaprezentowano metode otrzymywania rozwiazan rownania wlasnego i przeanalizowa-
no rozwiazania dla procesu Cauchy wiezionego potencjatem harmonicznym i potencjatem
prostokatnej studni. Praca [A5] dotyczy proceséw quasirelatywistycznych i prezentowanie
jej w rozprawie stanowi test stosowania metod numerycznych, na szersza klas¢ procesow
niz proces Cauchy. Niejednokrotnie analiza szerszego zagadnienia rzuca lepsze Swiatto na
przypadek szczegbtowy. Praca [A6] jest proba pogodzenia nielokalnych proceséow Lévy z
problemem wymuszonym przez wiezy (putapkowanie wewnatrz studni potencjatu). Proba
uchwycenia mechanizmu putapkowania dla proceséw z warunkami brzegowymi Dirichle-
ta jest bardzo interesujaca, szczegdlnie w kontekscie proceséw skokowych. W [A7-A10)
przeanalizowano zagadnienia spektralne operatora Cauchy ograniczonego do skonczonego
odcinka nieskonczonymi barierami potencjatu. Pierwsze trzy z nich dotycza przypadku
jednowymiarowego, natomiast w ostatniej rozwinieto metode na przypadek tréjwymiaro-
wy. W [A10] pojawily sie po raz pierwszy rozwigzania nietrywialnych przypadkow z [ # 0
ultrarelatywistyczengo procesu w niestkonczonej troéjwymiarowej symetrycznej studni.

I. Statystyka trajektorii procesow Lévy w potencjatach wiezg-
cych [A1-A3].

Paragraf ten po$wiecimy oméwieniu prac [A1-A3]. Uogdlnienie réwnan transportu na
procesy niegaussowskie zwyczajowo zadaje sie przez odpowiedniag modyfikacje szumu w
tradycyjnych réwnaniach Langevina [38]. Istnieja jednak uktady, dla ktorych takie uogél-
nienie nie jest mozliwe [39-43]. Innym sposobem uogélnienia dynamiki na procesy niegaus-
sowskie jest modyfikacja réwnania Schrodingera (ktére dla ruchu Browna jest rownowazne
réwnaniu Fokkera-Plancka [44]), polegajaca na zastapieniu laplasjanu jego utamkowa wer-
sja [46, 62]. Tak uogélnione rownanie daje sie transformowaé do réwnania, ktére nazywamy
utamkowym uogdélnionym réwnaniem Fokkera-Plancka [39, 42, 43|, jedynie w przypadku
tzw. gradientowego zaburzenia utamkowego Laplasjanu. Ten sposob uogélnienia dynamiki
na procesy niegaussowskie, o niezaleznych i stacjonarnych przyrostach nie jest réwnowaz-
ny uogdlnieniu tradycyjnych réwnan Langevina na przypadek szumu Lévy. W pracy [Al]
przeanalizowano szczegdlna klase procesow losowych powodowanych przez symetryczny
szum Lévy, asymptotycznie dazacych do réwnowagi Boltzmanna, o gestosci prawdopo-
dobienstwa (pdf) p.(z) ~ exp(—®(z)), gdzie ®(z) jest pewna funkcja (potencjatem).
Tego typu zachowanie kontrastuje ze standardowym, langevinowskim opisem proceséw
skokowych typu Lévy. Wiadomo, ze wybér funkeji dryfu w rownaniu Langevina w postaci
newtonowskiej —V® wyklucza istnienie pdf typu Boltzmannowskiego [47]. Wszedzie tam
gdzie spodziewamy si¢ istnienia rownowagi termodynamicznej i gdzie nalezato by ocze-
kiwaé¢ asymptotyki boltzmannowskiej uogélnienie rownan Fokkera-Plancka na przypadek
rownan utamkowych wydaje si¢ wtasciwym podejéciem. Wiedzac o niekompatybilnosci po-



miedzy asymptotyka boltzmannowska, a tradycyjnym ujeciem langevinowskim dynamiki
podjeto probe mikroskopowego opisu proceséw nielangevinowskich w jezyku trajektorii.
Umiejetnosé realizacji dowolnego procesu losowego, a w szczegdlnosci procesu z asymp-
totyka boltzmannowska jest kluczowa w zagadnieniach inzynierskich, matematycznego
modelowania czy problemach przeszukiwania, dlatego w [A1] podjeto prébe generowania
trajektorii utamkowego procesu Lévy zadanego rownaniem mistrzowskim. Ponadto, kaz-
da taka trajektoria moze by¢ potencjalng realizacja eksperymentu fizycznego. 7Z drugiej
strony, majac procedure generowania trajektorii mozna, przeprowadzajac ”eksperyment”
numeryczny wiele razy, wyznaczy¢ statystyke trajektorii, przy pomocy ktérej rozwiazemy
dane zagadnienie. W tym przypadku, ewolucje gesto$ci prawdopodobienstwa zadajemy
w tradycyjnej i czesto pojawiajacej sie w wielu miejscach w fizyce postaci rownania mi-
strzowskiego (master equation), z wbudowana wen rownowaga szczegétowa [26]

ap) = [ Twalele(y) = wolyla)o(x)ldy. 3)

e1<]|z—y|<e2

gdzie dla dowolnego a € (0,2) szybkos¢ prawdopodobiefistwa przejscia z punktu y do =
ma postac

expl(@y) = 2@)/)  , _T(+asinfra/2)

‘x_y‘1+a T

wy(z]y) = Cq

Oczywiscie rozwiazaniem réwnania (3) jest funkcja p.(z) ~ exp(—®(z)). Funkcja ®(x)
moze by¢ w zasadzie dowolna funkcja, wybrana arbitralnie, taka by calka z p.(x) byla
zbiezna. W przeciwienstwie do procedur generowania trajektorii bazujacych na langevi-
nowskim opisie proceséw Lévy w zewnetrznym polu, do momentu powstania [A1] nie byta
znana w literaturze zadna metoda generowania trajektorii utamkowego uogolnionego row-
nania Fokkera-Plancka (3). Praca [A1] wypelnila te luke. Algorytm generowania trajekto-
rii powstatl na podstawie modyfikacji znanego algorytmu Gillespie, dotyczacego kinetyki
reakcji chemicznych [48, 49], w ktorym to uogdlniono zagadnienie dyskretne (skonczona
liczbe kanaléw) na przypadek ciagly. Idea algorytmu jest nastepujaca

(i) Ustaw czas t = 0 i punkt poczatkowy = = xo.

(i) Stworz zbiér wszystkich mozliwych przej$é z punktu zq do zo+z, zgodnie z szybkoscia
prawdopodobiefistwa przejscia wy(z + zo|zo).

(iii) Oblicz

Wi(zg) = / we(2z + xolxo)dz, Wa(zg) = /w¢(z + xo|zo)dz, (5)

,52
oraz W(xg) = Wi(xg) + Wa(zo).

(iv) Wygeneruj liczbe p z rozktadu jednostajnego na [0, 1].

(v) Znajdz b odpowiadajace przejsciu z xo — b na podstawie

_ZQ we(z + xo|To)dz = p W (o), p < Wi(zo)/W(xo); ©
Wi (xo) —I—Efl: we (2 + xolxo)dz = pW (o), p = Wilxg)/W(xp).

(vi) Wygeneruj liczbe ¢ z rozktadu jednostajnego na (0, 1).
(vii) Zaktualizuj czas t na t + At, gdzie At = —Ingq/W (xy).

(viii) Zaktualizuj xo na zq + b.



(ix) Powrdé do kroku (ii) lub zakonicz.

Powyzszy algorytm nalezalo przetestowa¢. Poniewaz opisana powyzej procedura za-
lezy od wyboru potencjatu @, lub co jest rownowazne p, do testéw wybrano asympto-
tyczny stan gaussowski dla kilku o € (0,2), tj. dla a = 0.5,1,1.5. Po pierwsze nalezalo
zweryfikowaé, czy wygenerowane trajektorie majg jakosciowe cechy trajektorii proceséw
skokowych. Po drugie nalezato sprawdzi¢, w jaki sposob ksztalt trajektorii zalezy od para-
metru a. Nalezato oczekiwacd, ze im parametr o mniejszy tym czestos¢ ”dtugich” skokéw
wieksza. Okazalo sie, ze powyzszy algorytm speinia stawiane mu warunki. Ustawiajac
markery w wybranych chwilach czasu t, k = 1,2,...,n, mozliwe byto zebranie infor-
macji o konfiguracji przestrzennej dowolnej trajektorii w chwilach ¢;. Generujac kolejne
trajektorie, wykonano statystyke rozktadu potozenia w chwilach t,. Z zasad konstruk-
cji algorytmu, uprawnionym byto oczekiwanie, ze statystyka wygenerowanych trajektorii
bedzie przybliza¢ prawdziwa pdf p(z,t). Pojawiajace sie w tym miejscu pytanie czy na
pewno metoda statystyk przybliza poprawnie rozktad p(x,t) odlozono na pézniej (patrz
[A3]). W [A1] sprawdzono jedynie czy dla dostatecznie dtugich czaséw statystyka wyge-
nerowanych trajektorii nie bedzie znaczaco rézni¢ sie od rozktadu p, oraz czy wraz ze
wzrostem liczby trajektorii, charakterystyki procesu (np. drugi moment, empiryczna dys-
trybuanta, itp.) staja sie krzywymi gltadkimi, dazacymi do odpowiednich charakterystyk
stanu asymptotycznego. Majac na uwadze temat rozprawy, mozna stwierdzi¢, ze w [Al]
mozliwe bylto rozwiazanie réwnania (3) w polu potencjalu ® metodami statystycznymi
oraz poréwnanie statystyki trajektorii procesu ultrarelatywistycznego (o = 1) z innymi
procesami a-stabilnymi dla o = 0.5 1 o = 1.5. Jak nalezato oczekiwaé¢, im mniejsze o, tym
szybko$¢ osiggania stanu réwnowagowego wolniejsza (czeste, dtugie skoki przeszkadzaja
w termicznej stabilizacji). Szczegblowa analiza statystyk trajektorii dla kilku potencja-
téw wiazacych ®(x), tj. potencjalu harmonicznego, rodziny potencjatéw logarytmicznych
nln(l + 2?), dla n = 1,2 i lokalnie periodycznego potencjatu sin?(27z), dla |z < 2 i
2? — 4 dla x > 2 zostala efektywnie przeprowadzona, a otrzymane wyniki potwierdzity
skutecznos¢ uzytego algorytmu. Opisana powyzej metoda jest punktem wyjscia do analizy
stanéw zwiazanych (stacjonarnych, réwnowagowych) nielangevinowskich procesow Lévy.
Po raz pierwszy udato si¢ przygotowaé procedure numerycznego generowania trajektorii
procesu Lévy z boltzmannowska asymptotyka opisywanych réwnaniem mistrzowskim (3).

Praca [A2] stanowi uogélnienie pracy [Al] na przypadek dwuwymiarowy. Poniewaz
w R? nie ma naturalnie zdefiniowanego liniowego porzadku wiec prosta modyfikacja al-
gorytmu nie jest mozliwa, ze wzgledu na uklad (6) w kroku (v) algorytmu. Mozliwe sa
natomiast osobne ”przejscia” w obu kierunkach (pionowym i poziomym). Dla dowolnej
pary (x,y) € R? definiujemy zbior

A={(u,v) €R* eV < |z —u| <5 Al <y —v] <8} (7)

Dwuwymiarowe réwnanie mistrzowskie, zapisujemy w postaci

Oiplw,y) = [f wola lu,v)plu,v) = wolu, vl y)pla. y)lva(du, o). (8)
gdzie miara Lévy w 2D dla a € (0,2) zadana jest przez
du dv 2°T((2 4+ ) /2)

Vo (du, dv) = C, Co =

: ; 9
(i + o) w02 )
a szybko$¢ prawdopodobienstwa przejscia z punktu (u,v) do (z,y)

®(u,v) — <1>(x,y)1
5 .

w¢($,y|u,v) = exp [ (10)

OZH&CZ&jQC Wg (xOJ Yo, 57 n, dg? dn) = wtﬁ(g + T, N + y0|$07 yO)Va(d€7 dn)J punkty ((111)_(V))
algorytmu procesu w jednym wymiarze zastepujemy ponizszymi



(iii) Oblicz

el e —et <

Wi(zo,y0) = / /Wg(ﬂimyo,fﬂ?,d&d??% Wz(xo,yo)z//Wg(xovyo’&n,d&d??),
e (11)
€3 —€1 €5 €3

W3(‘T03y0):/ / Wq?(zoaymfﬂ%dfadﬂ)a W4(x07y0)://Wg(xoay()afanadgadn)a
ET —gg Ef Elil

oraz W (zo,y0) = Wi(zo, y0) + Wa(zo, o) + Wa(zo, y0) + Wa(zo, y0)-
(iv) Wygeneruj liczby p, i p, z rozktadu jednostajnego na [0, 1].
(v) Znajdz b, i b, z zaleznodci

by &

/ / +/ Wg(l‘07y07£7n7d€7dn) :pww(x07y0)a Pz < W12($0ay0>/W(any0)7
e\t
be [ =€ &
Wialao,gn) + [ | [+ [ | WiGoo, 0. € d€edn) = pW (w0, 0). b > Waa(aro, go)/ Wz, o),
G\ &
by —ef €3
/ / +/ Wq?(any(%EaT/?dg?dn) = pyW(‘r07y0)a Dy < W13($0,y0)/W(130,y0)7
753 —&3 et
by [ —e7 €3
W13(Io,yo)+/ / +/ Wg (zo,Y0,§,m,dE, dn) = pyW(z0,y0), Py = Wis(To,yo)/W(z0,Y0),
5? —£3 et

gdzie Wij(zo,y0) = Wi(xo, yo) + Wj(zo,%0).

W zasadzie cala istota uogélnienia lezy w kroku (v) algorytmu. Tak zmodyfikowany
algorytm pozwala na generowanie trajektorii dla dowolnie wybranego potencjatu ¢ (by-
le exp(—®) € L*(R?) ). Prezentowany powyzej sposob generowania trajektorii wymaga
catkowania numerycznego w 2D, a szybko$¢ wyznaczania pojedynczej trajektorii maleje
kilkukrotnie w stosunku do przypadku jednowymiarowego. Mozliwo$¢ réwnolegtego prze-
prowadzania obliczen numerycznych na klastrach komputerowych pozwala w rozsadnym
czasie na generowanie dowolnie duzej liczby trajektorii czynigc tym samym opisany powy-
zej algorytm skutecznym. Ponadto, wida¢ w tym miejscu przepis na uogdélnienie algorytm
na przypadek wiekszej ilosci wymiaréow. Jednocze$nie nalezy podkresli¢, ze zwiekszenie
liczby wymiaréw znaczgco wydhuza czas wykonywania obliczen numerycznych. W pracy
[A2] szczegdltowo przeanalizowano statystyke trajektorii (przyblizajaca p(x,y,t)) dla kilku
wybranych potencjatéw: dwuwymiarowy potencjat harmoniczny, potencjat logarytmicz-
ny odpowiadajacy dwuwymiarowemu stanowi Cauchy i potencjal lokalnie periodyczny.
Wszystkie rozwazane przypadki potencjatow wiazacych dotyczyty procesow ultrarelaty-
wistycznych tj. proceséw z a = 1, cho¢ gotowy algorytm pozwalal takze na badanie
statystyk trajektorii dla dowolnego a € (0, 2).

Podsumowujac, w [A2] przyjeto a priori rozktad prawdopodobienstwa p, w postaci
boltzmannowskiej exp(—®), a nastepnie dobrano do niej odpowiedni szum Lévy. Modyfi-
kacja uzytecznego algorytmu Gillespie [48, 49] oryginalnie sformutowanego dla probleméw
kinetyki reakcji chemicznych umozliwita rekonstrukcje trajektorii losowych procesu sto-
chastycznego. Statystyczna analiza wygenerowanych trajektorii data mozliwos¢ wydedu-
kowania substytutu pdf, ewoluujacego zgodnie z réwnaniem mistrzowskim i osiggajacym
cel py.



W pracy [A3] dokonano poréwnania przyblizania p(z,t) otrzymanego na podstawie
analizy statystycznej trajektorii nielangevinowskich proceséw przedstawionej w [Al] z
ewolucja kinetyczna wyznaczona na podstawie réwnania réznicowego (poréwnaj z (3))

b+ At) = p(x,t) + At / we(z|z + 2)p(z + 2,t) — wy(z + 2x)p(z, 8)]dz, (12)

e1<]z|<e2

dla dostatecznie matego At. Oczywiscie im mniejszy parametr réznicowy At, tym przybli-
zenie (12) lepiej oddaje ewolucje zadang réwnaniem mistrzowskim (3), powodujac jedno-
cze$nie wydluzenie procedury numerycznej. Z drugiej strony At nie moze by¢ zbyt duze.
Nalezy upewni¢ sie, ze wielko$¢ po prawej stronie (12) nie jest ujemna w kazdym kro-
ku ewolucji. Stalag At wyznaczono z nalezyta staranno$ciag, empirycznie. Zaktadamy, ze
dla odpowiednio dobranego At ewolucja zadana (12) przybliza ”prawdziwa” ewolucje na
przedziale [0, T, dla dowolnego T € R. Celem pracy [A3] byto okazanie, ze dla dowolnego
t € [0,7] pdf p(x,t) otrzymane na podstawie réwnania réznicowego (12) nie rézni sie
znaczaco od rozwiazania réwnania mistrzowskiego (3) metodami statystycznymi. Metoda
statystyczna zaprezentowana w [A1l] mogta by¢ skonfrontowana juz nie tylko dla ¢t — oo
ale takze dla dowolnego t € R. W tym celu wystarczyto poréwnaé¢ wyniki statystyki tra-
jektorii z rozwiazaniami otrzymanymi na podstawie (12) dla dowolnego ¢. Dotychczas nie
byto jasne czy obie metody daja te same wyniki, a tym samym nie bylo jasne czy metoda
statystyczna sformulowana w [A1, A2] daje poprawne wyniki dla dowolnego ¢t € R. Praca
[A3] usuwa te luke. Poréwnanie obu rodzajéw przyblizen dla kilku wybranych potencjatéw
@, harmonicznego, logarytmicznych i lokalnie periodycznego, skutecznie przeprowadzono i
szczegdtowo przedyskutowano. W [A3] dokonano kompleksowego poréwnania obu metod,
uwzgledniajac rozmaity wybo6r parametréw numerycznych (np. stalej obciecia dziedziny
a w procedurze numerycznej, parametréw €1 i 5). Otrzymane rozklady gestosci prawdo-
podobienstwa dla kilku wybranych czaséw t; dowodza, ze obie metody sa zadowalajaco
zgodne. Wszedzie tam gdzie to tylko mozliwe zbadano charakterystyki rozktadow w czasie
(drugi moment, empiryczna dystrybuanta, itp.). Pokazano, ze zbiezno$¢ obu metod jest
tym lepsza im liczba trajektorii brana do statystyki zgodnie z [A1] jest wicksza.

Podsumowujac, gtdbwnym celem prezentowanych w tym rozdziale prac byto znalezienie
efektywnej metody symulacji ruchu na poziomie mikroskopowym. Konieczne okazato sie
sformutowanie nowego podejscia do problemu, w ktérym techniki analityczne sg niesku-
teczne, badz w ogole pozostaja poza zasiegiem. Konieczne jest wiec wspomaganie nume-
ryczne dla otrzymania nie tylko wynikéw jakosciowych ale tez iloSciowych (mikroskopowo
oraz w sensie lokalnych srednich).

II. Wyznaczanie stanéw zwigzanych operatorow nielokalnych
metoda Stranga [A4, A5]

W tym rozdziale prezentujemy metode rozwigzywania zagadnien spektralnych ope-
ratorow nielokalnych. Petnoprawne kwantowe teorie indukowane nielokalnie zostaty sta-
rannie przeanalizowane w [7]. Zauwazono, ze ogdlnym scenariuszem dynamiki, wynika-
jacym z réwnania Schrodingera moze by¢ ten, w ktorym tradycyjnie zadany operator
Laplace’a zastapiono nielokalnym (pseudo-rézniczkowym) operatorem. Z wyjatkiem tzw.
relatywistycznych Hamiltonianéw (poréwnaj bezspinowe réwnanie Salpetera z lokalnym
potencjatem lub bez niego [7, 50, 60]) nielokalne generatory energii nie maja wsparcia w
klasyczno-mechanicznej intuicji czastek masywnych w ruchu. Dlatego tez utamkowe ge-
neratory wydajg sie mie¢ wiecej wspolnego z polami niz z czastkami, niezaleznie od ich
klasycznych czy kwantowych konotacji.

Praca [A4] po$wiecona jest zagadnieniom spektralnym nielokalnego operatora H =



T +V, gdzie T jest operatorem ultrarelatywistycznym, V' jest lokalnie wiezacym poten-
cjatem. Istnieje wiele rozmaitych metod rozwigzywania tego typu zagadnienn. W [A4] uzyto
metod pétgrupowych. Unitarna ewolucja kwantowa exp(—it H/h) i ewolucja pélgrupowa
Schrodingera exp(—tH/h) sa przykladami dualnej ewolucji. Przejscie z jednej do drugiej
jest mozliwe dzieki przedtuzeniu analitycznym w czasie, tutaj it — ¢, dla t > 0. Jesli
analityczne rozwiazania nie sa mozliwe do osiagniecia dla ”tradycyjnych” (lokalnych) ha-
miltonianéw ucieczka do technik urojonego czasu jest rutynowa procedura [51, 53-56],
zobacz tez [57].

Jedynie dla nielicznych nielokalnych zagadnien spektralnych znane sg rozwigzane ana-
litycznie. Jednym z nich jest zagadnienie nielokalnego oscylatora harmonicznego [26, 27].
Wsréd pojawiajacych sie rozwiazan istnieja tez takie, jak np. zagadnienie nielokalne nie-
skoficzonej studni potencjatu [8-12], ktére sa w ewidentnej sprzecznosci z pracami [30-34].
Gléwnym celem pracy [A4] bylo rozwianie pojawiajacych si¢ watpliwodci innymi, niz te
opisane juz w literaturze, metodami.

Operator

Ti(e) = (~8) () = (o) [ LT XDy, (13)

nazywamy nielokalnym, ultrarelatywistycznym (Cauchy) operatorem na prostej z dziedzi-
ng LP, p € [1,00) (przestrzen Lebesgue) lub Cy (przestrzenia funkcji ciaglych znikajacych
w nieskoniczono$ciach) lub Cy, (przestrzenig funkcji ograniczonych, jednostajnie ciagtych).
Inne réwnowazne definicje operatora Cauchy mozna znalezé w [52]. Powyzsza catke rozu-
miemy w sensie wartosci gtéwnej Cauchy

. z)dz = lim z)dz. 14
(pv) [ Sz =T [ f) (14)
Dyskretyzujac o$ czasu t, = nh, (n € N, h — const), mozemy dla malej wartosci para-
metru czasowego h, ewolucje exp(—hH), gdzie H =T + V', T jest operatorem (13) a V/
jest potencjalem wigzacym, przyblizy¢ znanym dla operatoréow lokalnych przyblizeniem
Stranga [53], bedacym odpowiednikiem rozktadu Trottera

exp(—hH) = exp(—hV/2) exp(—hT) exp(—hV/2) =~ exp(—hV/2)(1 — hT) exp(—hV/2) = S(h). (15)

Maly parametr h oznacza w tym kontekscie maty w stosunku do ||H V||, gdzie ¥ funkcja
przyblizajaca rozwigzanie wtasne. Dziatanie sukcesywne operatorem S(h), tj. (S(h))", dla
h < 1 na funkcje prébna 1(0) przybliza ewolucje 1(t) = exp(—tH)¥(0), gdy t = nh, n €
N. Dzieki dekompozycji (15) i powyzszej uwagi, mozliwe byto przygotowanie procedury
numerycznej, przyblizajacej rzeczywista ewolucje, ktéra dla n funkeji probnych daje sie
zapisa¢ w postaci

(i) Wybra¢ t = 0 i skonczona liczbe n funkcji {(Dl(»o), 1 < ¢ < n}, (najlepiej liniowo
niezaleznych, n jest skorelowane z liczba szukanych funkcji wtasnych).

(ii) Wyznaczy¢ \Ilz(l)(m) = S(h)CI)Z(O) (x), dla kazdego 1 < i < n.

(iii) Zortonormalizowaé zbiér funkcji {\Dgl)} otrzymujac nowy zbior funkcji {Cbgl)} (np.
metoda Grama-Schmidta).

iv) Powtarzaé¢ kroki ((ii)-(iii)) otrzymujac czasowo uporzadkowany ci - <i <
(iv) P ¢ kroki ((ii)-(iif)) otrzymuja porzadkowany ciag {@{", 1 < i <
n} i zbidr liniowo niezalezny

(2

w czasie ty11 = (k+1)h. Przerwaé procedure w przypadku pojawienia sie zbieznosci,
patrz tez [56].



v) Oczekiwac, ze czasowo uporzadkowany cigg ®;, dla odpowiednio duzego k jest cig-
Oczekiwad, 7 dk iag ¥, dla odpowiednio duzego k jest ci

giem funkcji wlasnych S(h) zgodnie z
S (@) = e 01 (@) ~ Py (), (17)

gdzie 1); jest funkcjg wlasng operatora H odpowiadajaca wartosci wtasnej F;. Tutaj

B (h) = — In(gk (1), (18)

gdzie
EFh) =< PO s =< |50 > . (19)

1

Nikt wcze$niej nie stosowal metod opisanych powyzej do rozwigzywania zagadnien spek-
tralnych dla operatoréw nielokalnych. Zastosowanie powyzszej procedury numerycznej dla
znanych analitycznie rozwigzan dla potencjalu harmonicznego [26, 27] pozwolito przete-
stowaé zasadnosé uzytych uproszcezen numerycznych (np. zaleznosci wartosci wtasnych od
numerycznego parametru obciecia dziedziny funkeji). W [A4] szczegdtowo wyznaczono i
przeanalizowano pieé¢ pierwszych funkcji i wartosci wlasnych operatora Cauchy z poten-
cjatem harmonicznym. Algorytm okazal si¢ niezwykle skuteczny dla potencjalu harmo-
nicznego, pozwalajac jednocze$nie na badanie innych lokalnych potencjatéw V. Opisana
powyzej metoda numeryczna dawata zielone swiatto badaniom innych zagadnien wtasnych
operatora Cauchy, np. zagadnienia wtasnego z potencjatem skonczonej studni o gtebokosci
Vh. Dla potencjatu skonczonej studni wyznaczono kilka poczatkowych funkcji wtasnych w
zaleznosci od glebokosci Vj. Interesujaca wydawata sie mozliwo$¢ zwiekszania gltebokodci
studni, pozwalajaca na przyblizanie wartosci spektralnych dla nieskoriczonej studni. Wraz
ze wzrostem glebokosci V; studni, wartosci i funkcje wtasne powinny dazy¢ do wartosci
i funkcji whasnych nieskonczonej studni potencjatu. W pracy [A4] pokazano, ze dla bar-
dzo glebokich studni wyniki [8-12] nie moga by¢ poprawne. Potwierdzono jednoczesnie,
ze przyblizenia wartosci wlasnych otrzymane dla glebokiej studni sa bliskie warto$ciom
wyznaczonym innymi metodami [34]. Jednoczenie dowiedziono, ze przyblizenia [34] sa
niedostateczne dla poczatkowych rozwiazan wlasnych. Otrzymane w [A4] ksztalty funkeji
wilasnych zdecydowanie poprawiaja znane do tej pory przyblizone wyniki [34]. Wykazano
takze, ze otrzymane numerycznie funkcje wtasne spetniajg wszystkie znane do tej pory
w literaturze warunki, a na granicy zbioru [—1, 1] zachowuja sie jak (1 — |z|)'/2, zgodnie
z [58]. Wyznaczone algorytmem wartosci wlasne dla glebokich studni (Vy = 500, 5000)
okazaly sie by¢ zaskakujaco zgodne z wynikami [34].

Praca [A5] rozszerza badania zapoczatkowane praca [A4] na klase proceséw quasirela-
tywistycznych. Gléwnym celem pracy [A5] byto rozwiniecie metod stosowanych w [A4] na
przypadek operatoréw quasirelatywistycznych postaci H = T,, + V, gdzie T, jest nielo-
kalnym operatorem v/ —h2c2A + m2ct — mc?, m € (0,00), a V jest lokalnym potencjatem
wiezacym. Operator T, jest dobrze znanym w literaturze operatorem, ktory dla m daza-
cym do zera przyjmuje posta¢ operatora Cauchy 7Tjy. Operator T), dziatajacy na zbiorze
odpowiednich funkcjach przestrzeni L?(R) ma calkows reprezentacje postaci

Toib(@) = (p0.) [ [0(w) = (@ + 2)]vm(d2). (20)
Powyzsza catke rozumiemy w sensie wartosci gtéwnej Cauchy. Miara Lévy v, (dz) defi-

niujaca proces ultrarelatywistyczny zadana jest

m K (m|z])
T |7

Um(dz) = dz, (21)

gdzie K jest zmodyfikowana funkcja Bessela trzeciego rodzaju. Oczywiscie dla matych
argumentéw, Ki(m|z|) ~ (m|z])™!, co daje vpy,_o(dz) — dz/(w2%) miar¢ procesu Cauchy.
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W [A5] ograniczono badania do lokalnych potencjatéw V: harmonicznego i skonczonej
studni o gtebokosci V4. Dla takich potencjatow V', operator H = T,,, +V jest nieujemnym
operatorem samosprzezonym, ktoérego widmo jest czeSciowo dyskretne i niezdegenerowane.
Podobnie jak to uczyniono w [A4], takze w [Ab5] zastosowano sztuczke z ”czasem urojo-
nym”, tj. uzyto opisu pétgrupowego exp(—tH ). Praca [A5] w kontekscie tematu rozprawy
ma zasadnicze znaczenie, bowiem rzuca szersze Swiatto na procesy ultrarelatywistyczne.
Proces Cauchy to oczywiscie graniczny proces quasirelatywistyczny, gdy m — 0, niemniej
jednak jak pokazano w [A5] pewne cechy proceséw ultrarelatywistycznych posiadaja takze
procesy z niezerowym (matym) parametrem masowym m. Innymi stowy, dzieki pracy [A5]
mozna bazowaé na rozwiazaniach dla operatora Cauchy, takze dla Hamiltonianow z matym
parametrem masowym. Co oznacza w tym kontekscie zwrot "maty parametr” wyjasniono
w Appendixie [A5]. Podobnie jak to zrobiono w [A4] ewolucje pbélgrupowa Schrodingera,
przyblizamy w sekwencji krotko-czasowych przedziatéw metoda Stranga i stosujemy opi-
sany na poczatku tego rozdziatu algorytm zamieniajac jedynie miare Lévy.

Wedtug naszej wiedzy, nie istnieje w literaturze zadna praca, kompleksowo zgtebia-
jaca zagadnienie quasirelatywistycznego oscylatora harmonicznego czy skonczonej studni
w wymiarach 1D i 2D. Pewne wyniki w przestrzeni 3D mozna znalezé w [35, 59, 60].
Metodami numerycznymi opisanymi powyzej mozna otrzymac rozwigzania spektralne dla
dowolnego m € [0, 00) ale pewne kompleksowe wtasnosci (wspélne cechy) maja operatory
dla ktorych m < 1 oraz m > 1. Zajmijmy sie najpierw oméwieniem wynikéw dla quasi-
relatywistycznego oscylatora harmonicznego, dzielac jak juz wspomniano, rozwazania na
dwie klasy m < 11m > 1. I tak dla m < 1, jak pokazano w [A5] funkcje wtasne (pierw-
sze pie¢) nawet dla m = 0.001,0.01, 0.1 niewiele réznia sie od wynikéw oscylatora Cauchy.
Niewielkie réznice, rzedu kilku procent wida¢ na poziomie wartosci wtasnych. Im wicksze
m (m < 1) tym odpowiadajaca jej warto$¢ wlasna coraz bardziej odbiega (zmniejsza sie)
od wartosci wtasnej oscylatora Cauchy. Z drugiej zas strony wptyw nielokalnosci zmniejsza
sie wraz ze wzrostem parametru m (widaé to chociazby po minimalnych zmianach wartosci
wtasnej od parametru obciecia dziedziny, ktory jest pewna miarg nielokalnosci; poréownaj
z prawa strona wykresu Fig.4 [A5]). Dla m > 1 wartosci wtasne daza do odpowiednich
wartosci whasnych kwantowego oscylatora harmonicznego o hamiltonianie —A/(2m) + 2.
Wartosci wtasne odpowiadajace kolejnym funkcjom wtasnym sa proporcjonalne do liczby
kwantowej n i odwrotnie proporcjonalne do pierwiastka z m. Wida¢ w tym miejscu, ze
oczekiwania jakie nalezato by postawi¢ zaproponowanej metodzie numerycznej sa znako-
micie realizowane i daja wyniki zgodne z przypuszczeniami.

Klase rozwiagzan dla potencjatu skonczonej studni podzielono takze na obszary z m < 1
oraz m > 1. W przypadku studni mamy dodatkowy parametr, gtebokos$¢ V; studni, od
ktérego dodatkowo zaleza funkcje i wartosci wtasne. Jak pokazano w [A5] zaréwno dla
plytkich studni (Vo = 5) jak i studni glebokich (Vy = 500), gdy m jest male to rozwiazania
rOwnania wtasnego daza do rozwigzan operatora Cauchy w skonczonej studni, natomiast
dla duzych m daza do rozwiazan wtasnych z tradycyjnym hamiltonianem kwantowym.
Wykazano, ze dla glebokich studni (juz od Vy > 500) wraz ze wzrostem parametru m ko-
lejne warto$ci wlasne zmieniajg sie jak n?, tzn. E, ~ n? (tak jak w zagadnieniu wlasnym
czastki kwantowej w nieskoriczonej, prostokatnej studni). W tym przypadku takze funk-
cje wlasne daza do odpowiednich funkcji trygonometrycznych (znanych z tradycyjnych
kurséw mechaniki kwantowej).

Przy okazji warto wspomnie¢, ze dla operatoréw nielokalnych istnieje cata gama proble-
mow otwartych. Warto w tym miejscu podaé chocby kilka. Czy prawdziwe jest twierdzenie
nodalne (tj. czy kolejna funkcja wlasna ma dokladnie jeden pierwiastek wiecej od poprzed-
niej) udowodnione dla zwyktego Laplasjanu? Ile rozwiazan istnieje w skonczonej studni
o danej glebokosci Vj i jak liczba rozwiazan zalezy od V4?7 W [A5] co prawda nie odpo-
wiedziano na postawione pytania bezposrednio ale zbadano ilo$¢ rozwigzan dla ptytkich
studni w zaleznosci od m. Jesli parametr m jest wystarczajaco duzy to liczba rozwiazan
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roOwnania wlasnego dla quasirelatywistycznej studni jest identyczna z liczbg rozwigzan tra-
dycyjnej kwantowej studni. Réznice w iloéci rozwigzan pojawiaja sie dla matych wartosci
parametru m (dla studni quasirelatywistycznej tych rozwiazan jest wiecej). Otwartym
pozostaje pytanie, jak liczba rozwigzan funkcji zwigzanych zalezy od m i od gtebokosci
studni Vy, cho¢ powyzszy algorytm numeryczny pozwala da¢ odpowiedz dla dowolnego m
iVp.

Metody rozwigzywania zagadnien spektralnych przedstawione w tym rozdziale mozna
z powodzeniem zastosowaé zaréwno dla innych operatorow nielokalnych jak réwniez dla
innych potencjatléow V. Zaleta rozwiniete] metody jest to, ze nie wymaga przejscia do
przestrzeni pedow, jak to sie zwyczajowo robi dla operatoréow lokalnych, a tym samym
pozwalajaca na lepsza kontrole parametréw w procedurze numerycznej.

ITI. Problem pulapkowania proceséw nielokalnych [AG6]

W przeciwiefistwie do lokalnie zdefiniowanego operatora Laplace’a A = 9?/0x? stan-
dardowego ruchu Browna na prostej R, generatory stabilnych proceséw Lévy sa przestrzen-
nie nielokalne. Rozwiazania tradycyjnie zabijanego procesu Browna na D = (a,b) C R,
(zagadnienie Dirichleta), Oip(z,t) = Ap(z,t) mozna z powodzeniem rozszerzy¢ na cate R,
ktadac p(z,t) = 0 na R\ D. Standardowo zabijany proces Cauchy na D nie daje sie roz-
szerzy¢ na cala prosta. Jesli p,(z,t) sa funkcjami wlasnymi infinitezymalnego generatora
zabijanego procesu Cauchy na D, to rozszerzenie p,(x,t) = 0 dla R\ D nie nalezy do dzie-
dziny L?(R) generatora, zdefiniowanego juz poprzednio wzorem (13), patrz tez [30, 61].
W pracy [A6] szczegblowo analizowano problem lokalizowania procesu Cauchy na D.

Istota metody lezy w przejsciu od réwnania Fokkera-Plancka

Op = Ap— V(bp), (22)
na p(x,t) z gestoscia poczatkowa po(z) = p(x,0) i wiezami do réwnania Schrodingera
oV =—HV = AV — VU, (23)

Zakladamy, ze potencjal V jest taki, ze istnieje stacjonarna (rownowagowa) funkcja do-

datnia ¥(z) = pi/ 2(x), odpowiadajaca zerowej warto$ci wlasnej operatora H. Warunek
ten moze by¢ zawsze osiaggniety poprzez odjecie niezerowej warto$ci wtasnej, jesli oczywi-
Scie potencjal jest odpowiedni, zobacz np. [44].

Zgodnie z réwnaniem (23) pomocniczy potencjal przyjmuje postaé

V(z) = p, P (2)Ap* (), (24)

Przejécie miedzy (22) a (23) jest mozliwe dzieki podstawieniu (pamietajac, ze p(x,t) jest
gestoscig prawdopodobienistwa, catkowana do jedynki)

pla,t) = Uz, 1)}/ (). (25)

Przy okazji otrzymujemy inne wyrazenie potencjatu Schrodingera, V = (b%/2 + Vb)/2,
gdzie b = VIn p..

Rozwiazanie rownania (23), podstawione do (25) daje natychmiast rozwiazanie réwnania
Fokkera-Plancka p(z,t). Zaleta przedstawienia (25) jest to, ze majac rozwiazanie spek-
tralne operatora H, mozemy zbudowaé stowarzyszone potgrupowe (Feynman-Kac) jadro
k(t,z,y) = exp(—tH)(z,y) = >, exp(—A\nt)n(x),(y), a nastepnie dzieki tzw. trans-
formacji Dooba k(t,x,y)pi/ *(2)/ pi/ *(y) definiujemy jadro gestosci prawdopodobiefistwa
przejscia p(t, x,y) procesu dyfuzji p(z,t) = [ p(t,z,y)p(y, t)dy, zobacz [62].
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Réwnanie Fokkera-Planka (22) z rozwiazaniem stacjonarnym p}k/ ?(x) przepisujemy w po-
staci rownania mistrzowskiego

D = [PPA (p77) = p (202)] p, (26)

z zadang niejawnie informacja o ograniczeniu ruchu do skonczonego odcinka.

W odréznieniu od réwnania Fokkera-Plancka powyzsze réwnanie (26) daje sie z powodze-
niem uog6lni¢ na dowolny proces niegaussowski. Wystarczy w tym celu zastapi¢ operator
Laplace’a A utamkowym generatorem procesu a-stabilnego [26, 39]. Dla procesu Cauchy
z generatorem T danym wzorem (13) mamy

Op = — [pl/ZT (,0 1/2) — P —1/2 (Tpl/z)} 0, (27>

W pracy [A6] jako test metody rozwigzano najpierw réwnania Schrédingera z potencja-
tem skonczonej studni o gtebokosci Vj, a nastepnie uzyto go do wyznaczania ewolucji na
podstawie (26). Rownanie (26) mozemy zastapi¢ jego réznicows wersja, ktéra nadaje sie
do symulacji numerycznych, otrzymujac ewolucje gestosci prawdopodobienstwa w czasie.
Metoda ta szczegétowo zostala opisana w pracy [A3]. Podobnie czynnosci mozemy prze-
prowadzié¢ dla operatora Cauchy. Wyznaczona w [A4] przyblizona funkcje podstawowa dla
skorniczonej studni Cauchy wykorzystano zgodnie z (27) do badania ewolucji pdf p(z,t) w
dowolnej chwili t. W [A6] szczegdtowo poréwnano oba procesy dla studni o gtebokosciach
Vo =5, Vo =201 Vy = 500.

IV. Stany zwigzane ultrarelatywistycznego operatora z poten-
cjalem nieskonczonej studni [A7-A10]

Utamkowe operatory sg przestrzennie nielokalne. Ta cecha sprawia, ze wyzwaniem sta-
je sie rozwigzywanie zagadnien spektralnych z zadanymi z géry warunkami brzegowymi
Dirichleta. W pracy [A7] badano wlasnosci funkeji whasnych (zwiazanych) operatora ul-
trarelatywistycznego (—A)Y2 na odcinku D = (—1,1) C R. Nawet dla tak, wydawato
by sie prostego, zagadnienia nie sa znane analityczne rozwigzania zagadnienia wtasnego.
Pojawiajace sie w literaturze "rozwiazania” [8-12] (o czym pisaliSmy juz w rozdziale IT),
sg catkowicie niepoprawne, choé¢ ozywiona dyskusja na temat ich poprawnosci trwa do
dzi$. Znane sa natomiast przyblizenia funkcji wlasnych [34], jak i ogélne wlasnosci (osza-
cowania) ksztaltu rozwigzan wtasnych [30, 33].

Operator Cauchy na D, dzialajacy na funkcje ¢(x) z C§°(D) okreslony jest nastepujaco

Apyp = 22 / U (28)

7T1—:U2

Uwaga: warto$¢ gtéwna Cauchy w (28) nie jest w zerze lecz w x. W pracy [A7] zapropo-
nowano funkcje

1443 T m 93
() C\/( x?) cos(ax), o= roeT 5" B 1096 (29)
gdzie C' jest stata normujaca réwna C' = 0.921749 oraz
1760 7r s T
- (q _ 2 — (2 _9.2) _
dalw) = ~Csin(@)[(1 — ) eos(Bn),  B= o= (T2 3) = 2o (30)

ze stata normujaca C' = 1.99693, jako przyblizone (podstawowa i pierwsza wzbudzona)
rozwiazanie zagadnienia wlasnego (28). Pokazano, ze funkcje te sa najdokladniejszymi
(jak dotad) przyblizeniami podstawowej i wzbudzonej funkcji wtasnej, lepszymi niz przy-
blizenia [34]. Ponadto, przyblizenia (29, 30) sa dane zwieztym wzorem funkcyjnym w
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przeciwienstwie do znanych przyblizen [34]. Jednoczes$nie wyznaczono wartosci wasne ja-
ko funkcje wspotezynnikéw funkeji whasnych w rozwinieciu w szereg Taylora. W pracy [A7]
szczegbtowo przeanalizowano jakosé przyblizen analitycznych i porownano ksztalt rozwia-
zan ze znanymi i dostepnymi przyblizeniami. Niejako przy okazji, zajmujac sie dziataniem
operatora Ap na funkcje 1; i ¢ zdefiniowane w (29) i (30), gdzie funkcje trygonometrycz-
ne rozwijano w szereg Taylora (czyli wyliczajac Ap(z*"v1 —22) i Ap(z*"™'V/1 — 22))
opracowano metode rozwiazywania réwnan spektralnych na odcinku (—1,1).

Wiadomo, ze przestrzen funkcji wlasnych ultrarelatywistycznego operatora na odcinku
D = (—1,1) jest suma prosta podprzestrzeni rozpietych przez funkcje parzyste i nieparzy-
ste [30]. Wiedza ta wraz ze stwierdzeniem z poprzedniego akapitu pozwolita przygotowaé
metode przyblizania rozwiazan wlasnych jako iloczynéw /1 — 22 i funkeji C§°(D) (parzy-
stej lub nieparzystej). Podobna metode rozwiazan zagadnieni spektralnych mozna znalezé
w pracy [63]. Taka dekompozycja funkcji whasnych pozwala réwnanie (28) przepisaé jako
nieskonczony uktad réwnan algebraicznych na wspotczynniki rozwiniecia. Niestety uktad
ten nie daje sie $cisle rozwigzaé¢. Odpowiednie obciecie szeregdw zamienia nieskonczony
uktad réwnan uktadem skonczonym, ktory daja sie juz rozwigza¢ numerycznie. Stwierdze-
nie to jest rownowazne z przyblizaniem rozwigzan réwnania wtasnego iloczynem funkcji
V1 — 22 i wielomianow.

Opisana powyzej procedura realizowana jest nastepujaco

(i) Rozwin funkcje whasne, parzyste ¢.(x) i nieparzyste 1,(x) wedtug przepisu

Ye(z) = CV1—a? i g ™", Yo(z) = CV1 — 22 i Bon 1zt (31)
n=0 n=0

(i) Podzialaj operatorem Ap na wyrazenia z%"y/1 — 22 oraz z*"*1y/1 — 22 otrzymujac

on N = (20)!(2n +1-2F) 5,
AD(I Vl—x)—kgo (1—2]{5)(/{:')24k T k:

(32)

" I(2n + 2 — 2k)
AD ZL’2TL+1 x2n—2k+1'
(T = 3 B
(iii) Rozwin v/1 — 22 w szereg Taylora. Przepisz réwnania wtasne dla funkcji parzystych
i nieparzystych

'(2n + 1 — 2k) 22

22 ' 2k (k!)24F

Z Z EaQn (2k)' $2n+2k7

k=0 n—k o= On 0 2k) (k!)24*
(2n—|—2—2k) L2021 (2k)! I+ 2k+1
Ban okt E s, g
;;)nz% i H — 2k)(k!)24% ,;”;] (1 = 2k) (K1)24
(33)

(iv) Dotacz do uktadu (33) warunek znikania funkcji na brzegu D
lirill Apthe o(x) = 0. (34)

(v) Urwij réwnania (33) na skoniczonej liczbie wyrazow otrzymujac dla

(a) rodziny funkcji parzystych uktad rownan algebraicznych postaci
> aopak—ix = E > corCai—i), 1=0,1,...n—1,
k=i k=0

Z <052m+1 Z ak,m) =0,

m=0 k=0
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gdzie
(2k)!

k=1 2k (R1)24R

(b) rodziny funkcji nieparzystych uktad réwnan algebraicznych postaci

agn = 2n+1—2k)cor, n >k, (36)

Zﬁ%ﬂbk—z’,k =FE Z Bok+1C2(i—k) s i=0,1,...n—1,
k=i k=0

. . (37)
Z <ﬁ2m—|—1 Z bk,m) = 07
m=0 k=0
gdzie
(2F)! bon = (2042 — 2w, nk (39)

T = 2k) (k1)24E”

Poniewaz funkcja podstawowa jest symetryczna to przyblizenie jej ma postaé
Pi(7) = CVI — 22> aga®, (39)
k=0

gdzie wspotezynniki agy daja sie wyznaczyé dla kazdego n przyblizenia (k= 0,1,...,n).
W pracy [A7] pokazano, ze opisana wyzej metoda jest zbiezna. Jawnie wypisano wspo6t-
czynniki rozwiniecia dla wielomianu az pieé¢setnego stopnia. Tak otrzymane przyblizenie
jest duzo doktadniejsze niz funkcja analityczna (29). Dla odpowiednio duzego n funkcja
przyblizajaca rozwiazanie wtasne moze by¢ dowolnie blisko funkeji wlasnej ze wzgledu na
miare

|Apy(x) — Enp(x)]. (40)
Uktady réwnan (35) i (37) maja wiecej niz jedno rozwiazanie. Niejako, za darmo, dosta-
jemy przyblizenia parzystych, wyzszych funkcji wlasnych. Tym sposobem w pracy [A7]
wyznaczono przyblizong trzecig i piata funkcje wlasng.

Przyblizajac rozwigzania nieparzyste funkcjami bedacymi iloczynami /1 — 22 i wielo-
mianow nieparzystego stopnia otrzymano przyblizenie drugiej i czwartej funkcji wtasne;j.
Wszystkie otrzymane funkcje porownano z przyblizeniami otrzymanymi innymi metodami
[34] oraz [A4]. W tabeli zamykajacej [A7] poréwnano wartosci whasne dla réznych stopni
wielomianéw przyblizajacych z wartosciami z pracy [34].

Praca [A8] jest bezposrednia kontynuacja badan prowadzonych w [A7]. Pokazano, ze
jesli ¢ jest wystarczajaco porzadna, np. ¢ € C3°(D) to operator Cauchy dla z € D
zdefiniowany

1
+Lpa) / Wo) =0ly) (41)
LA v)

(z —

Apy(a) = 220

Tl — 22

daje sie wyrazi¢ w postaci regularyzacji Hadamarda (skoniczona cze$¢ Hadamarda) catek
hiperosobliwych [64, 66, 67, 70]

1 [ T ewdy vy | 1 vy
Apy(z) = Wl_)(][ 5 / (y — 2)2 / (y_$)2:| = 7T(H)/l (o —2) (42)

—1 T+e
Mozliwe sg tez inne, rownowazne definicje utamkowego generatora na D

jesli tylko powyzsze catki istnieja.
W pracy [A8] bezposrednim rachunkiem wykazano, ze funkcje cos(mwx/2) oraz sin(mz)
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nie sa funkcjami wlasnymi operatora (42, 43), co ”intuicyjnie” przyjeto za pewnik w pra-
cach [8-12]. Dzialanie operatora Ap na funkcje trygonometryczne prowadzi do pojawienia
sie sinusa i kosinusa catkowego, ktéry jest osobliwy w zerze [68, 69]. Niemniej jednak, po-
jawiajace sie osobliwosci sg usuwalne.

W dalszej czesci [A8] badano przyblizenia rozwiazan wtasnych utamkowego operatora
(43). Tym razem zamiast iloczynéw /1 — 22 i funkcji C§°(D) (jak w [AT7]), uzyto innej
bazy (funkcji trygonometrycznych, rozwiniecia Fouriera). Jak juz wspomniano rozwiaza-
nia whasne procesu Cauchy na D = (—1,1) sa albo parzyste albo nieparzyste dlatego
podstawowa funkcja wtasna daje sie wyrazi¢ w postaci nieskonczonego szeregu kosinusow.
Procedura przyblizania rozwigzan jest nastepujaca

(i) Wybraé baze funkcji ¢, (z) = cos W podprzestrzeni funkcji parzystych oraz baze
Xx(7) = sin k7w podprzestrzeni funkcji nieparzystych w L?(D) z iloczynem skalarnym

/ i (@) () da = / u(@)xa(@)de = b, / D(@)xa(x)de = 0, (44)

gdzie 0y jest delta Kroneckera.

(ii) Podziataé operatorem Ap na funkcje

w@zgwwm, wngwmm (45)
(iii) Przepisa¢ réwnanie wlasne w postaci
iﬁnszgywwm i@m@=E§ﬁm@, (46)
adzie
ﬁ@)z—iwtoj@fg, %uﬂz—;aﬁZ]j@fﬁ. (47)

(iv) Pomnozy¢ réwnania (46) przez ¢;(z) i przez x;(x) odpowiednio i wycatkowaé po
zbiorze (—1, 1) otrzymujac rownanie macierzowe

> ay i = Ea, > bk = Eb;, (48)
k=0 k=0
gdzie
1 1
= [ filepi@de, = [ g, (49)
—1 —1

Obciecie powyzszej procedury na skonczong ilosé funkeji iy czy xir w (45) powoduje,
ze (48) staje sie skonczonym ukladem réwnan, ktéry daje sie rozwiazaé tradycyjnymi
metodami. Jednoczesnie urwane szeregi staja sie przyblizeniami rozwiazan wtasnych. W
pracy [A8] wyznaczono i poréwnano sze$¢ poczatkowych wartosci wlasnych z wynikami
[33], a takze zestawiono ksztalt funkcji wlasnych z analitycznym przyblizeniem [A7].

Praca [A9] jest kontynuacja badan podjetych w [A7, A8|, rozszerzona na dowolne,
symetryczne procesy a-stabilne na odcinku D = (—1,1). Praca ta pozwala spojrze¢ na
proces ultrarelatywistyczny w szerszym kontekscie proceséw stabilnych. Réwnanie wlasne
dla dowolnego o ma postac

~Cut) [ PO~ gy, (50

|y — x|1+a
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gdzie stata C, zdefiniowano juz w (3), a powyzsza catke rozumiemy w sensie skonczonej
cze$ci Hadamarda. Réwnanie (50) ma osobliwg postaé tzw. alternatywy Fredholma [66]
znanej w literaturze i szeroko stosowanej np. w propagacji peknie¢ w fizyce ciata statego
[70]. Zgodnie z twierdzeniem Fredholma, jesli jadro catkowe K (z,y) jest nieosobliwe, tj.
JP 1Y K2 (2, y)dedy < oo, to albo ¢(z) = 0 albo zbiér wartosci wlasnych jest dyskretny,
a zbiér funkeji wlasnych skonczony [71]. W przypadku jader osobliwych zbiér wartosci
wiasnych jest dyskretny, mimo nieskonczonego zbioru funkcji wtasnych. W réwnaniu (50)
jadro calkowe Fredholma K (x,y) = C,|r — y|17 jest osobliwe.

Metoda rozwigzywania zagadnienia spektralnego polega na rozwinieciu funkcji wta-
snych w szereg Fouriera i w swojej istocie jest taka jak w [A8]. Oczywiscie dla o # 1
dziatanie operatora Ap na funkcje trygonometryczne produkuje wyrazenia, ktore sg bar-
dziej ztozone niz dla @ = 1 niemniej jednak réwnie dobrze nadajg sie do symulacji nume-
rycznych. W pracy [A9] bardzo doktadnie zbadano zaleznosé (ksztalt) wartosci wtasnych
(funkcji podstawowej i wzbudzonej) jako funkcji parametru a w calym zakresie zmien-
nosci, tj. dla 0 < a < 2. Ponadto dla kilku wartosci a = 0.5,1,1.5 wykreslono widmo
(kilka poczatkowych wartosci wtasnych), szczegdlnie interesujacych w kontekscie przejsé
miedzy poziomami. Rowniez ksztalt funkcji wlasnych zostal zbadany dla wybranych a.
Jak pokazano w [A9] im wieksze o tym ilo$¢ funkcji trygonometrycznych niezbedna do
"odpowiedniego” przyblizenia stanéw wlasnych mniejsza. Oczywiscie dla a = 2 funkcja
wtlasna jest pojedyncza funkcjg trygonometryczng.

W [A10] rozszerzono badania stanéw zwiazanych do przestrzeni tréjwymiarowej. Bada-
nia te dotyczyly stanéw zwiazanych ultrarelatywistycznego operatora (—A)Y? w nieskon-
czonej sferycznej studni. Istnieje kilka waznych powodow, dla ktérych warto byto zajaé sie
tym problem. Po pierwsze ultrarelatywistycznemu operatorowi w przestrzeni 3D mozemy
nadaé interpretacje fizyczna w jezyku falowej mechaniki fotonu [72]. Po wtére moze on
by¢ naturalnym przyblizeniem ”prawdziwego” quasirelatywistycznego generatora czastki
prawie bezmasowej. Moze on takze mie¢ interpretacje szczegélnego procesu Lévy (procesu
Cauchy) uwiezionego w tréjwymiarowej kuli.

Zagadnienia spektralne w przestrzeni tréjwymiarowej quasirelatywistycznych operato-
row w obecnosci potencjatu harmonicznego, potencjalu Coulomba byty szeroko badane
gltéwnie w fizyce wysokich energii (najczesciej wspieranej numerycznie) [60, 73], w fizy-
ce matematycznej [74-76] i zagadnieniach stabilno$ci materii [77]. Literatura dotyczaca
zagadnien spektralnych ultrarelatywistycznego operatora w 3D jest bardzo uboga. Roz-
wiazanie zagadnienia wtasnego dla operatora Cauchy z potencjalem harmonicznym jest
znane jedynie dla przypadku [ = 0 [35]. W przypadku potencjatu sferycznej studni poja-
wity sie pewne wyniki, w niedawno udostepnionych w archiwach elektronicznych pracach
[36, 37, 63|, gdzie znaleziono ograniczenia na warto$ci wlasne, zwigzki miedzy wartosciami
wlasnymi w 3D i 1D. Co prawda pojawity sie tam funkcje sferyczne, co sugerowato by
zwiazki z orbitalnym momentem pedu, jednak zagadnienia z [ # 0, zostaly odstawione na
bok.

W pracy [A10] interesowata nas orbitalna zaleznosé¢ funkcji wtasnych utamkowego ope-
ratora Cauchy w sferycznej studni od I =0, 1,2, ... i oczekiwana degeneracja |m| < .
Niech D = {r € R®: |r| < 1} C R®. Operator Cauchy na D zadany jest zaleznoscia

()2 f(r) = (pv) VR (uf£r3)4d3u—/l)( f(w d?’u]. (51)

T u—r)t

Metoda znajdowania funkcji wtasnych i wartosci wlasnych jest bardzo podobna do tej z
pracy [A7]. W [A10] zaproponowano funkcje

f(r)=19(r)=Cv1—r? Z Qo ", ag =1, (52)
n=0
gdzie C jest stala normalizacji, jako funkcje podstawowa operatora (—A)Y2 na D. Ze
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wzgledu na symetri¢ radialng zagadnienia wystarczy rozwigza¢ rownanie wlasne np. w
punkcie (0,0, |z|). Dzialanie operatora utamkowego na wyrazenia postaci r*"v/1 — r2 daje

(=AY 1T —12(0,0, |2]) = (2020 + dcan_or® + ...+ (204 2)cor?(0,0, |2]),  (53)

gdzie ¢y, sa wspotczynnikami rozwiniecia v/ 1 — r? w szereg Taylora. Po podstawieniu (52)
do rownania wlasnego otrzymujemy réwnanie

[e's) k ) 0o )
Z Ao Z aj7k|z|2k_23 =F Z CQjOéQk|Z|2k+2'77 (54)
k=0 7=0 k,7=0

gdzie a;; = 2(k — j + 1)co; na niewiadome awy,. Poniewaz nie potrafimy rozwigza¢ powyz-
szego réwnania w sposob Scisty wiec wykonujemy podobny zabieg jak w [AT7] urywajac
nieskonczony szereg (52) na skonczonej liczbie wyrazéw. Dzigki temu réwnanie (54) mo-
zemy zastapi¢ uktadem réwnan, ktorych nie bedziemy w tym miejscu wypisywac, a ktore
mozna rozwiaza¢ z pomoca pakietu Wolfram Mathematica. Przyblizenie funkcji wtasne;
jest wowczas iloczynem /1 — 72 i wielomianu woy(r) stopnia 2k. W pracy [A10] wyznaczo-
no wspotezynniki asgy, dla kolejnych £ = 1,2, ...,250. Pokazano, ze przyblizenia sg zbiezne
ze wzgledu na miare |(—A)Y2¢(r) — Ev(r)|. Uktad réwnan (30) pracy [A10] pozwala wy-
znaczy¢ wiecej niz jedno rozwigzanie, co oznacza, ze za darmo otrzymujemy przyblizenia
wyzszych, radialnych funkcji wtasnych. W [A10] wyznaczono przyblizenia 1, ;—o)(r) dla
n = 1,2,3,4 jako iloczyny pierwiastka z 1 — 2 oraz wielomianu stopnia pieé¢setnego. W
[A10] zaprezentowano tez graficznie gestosci prawdopodobienistwa |1, 1—0)(1)|* we wspol-
rzednych biegunowych.

W [A10] rozszerzono spostrzezenia z [36] dotyczace zwiazkéw miedzy wartosciami wha-
snymi w przestrzeniach 3D i 1D. Pokazano, ze kolejne wartosci wtasne funkcji radialnych
w 3D sg rowne wartosciom wlasnym odpowiadajacym nieparzystym funkcjom wtasnym
w 1D. Ponadto pokazano, ze jesli ¥(z) jest radialng funkcja wtasng w 3D (rozszerzona
parzyscie na ujemne z), to funkcja z(z) jest funkcja wlasna zagadnienia jednowymia-
rowego (21(z) jest funkcja nieparzysta). Stwierdzenie odwrotne jest réwniez prawdziwe,
zatem mamy wzajemng odpowiednio$¢ miedzy funkcjami z przestrzeni 1D i 3D

Uonl0) = OVI= & fucna™ o) = OVI=72 S o™,
dzl, d::))7

gdzie fori1 = awy, dla dowolnego k € N. Powyzsza relacja miedzy funkcjami wtasnymi
nie zachodzi jedynie dla procesu Cauchy’ego. W [A10] wskazano, ze podobna wtasnos$é
zachodzi takze dla rozwiazan wtasnych tradycyjnego réwnania Schrodingera w 1D i 3D.
Istnieje przypuszczenie, ze relacje miedzy rozwigzaniami radialnymi w 3D i nieparzystymi
funkcjami wlasnymi w 1D zachodza dla dowolnego, symetrycznego procesu a-stabilnego,
a by¢ moze zachodza takze dla innych potencjalow V' o symetrii sferycznej. Dzieki po-
wyzszemu stwierdzeniu i wynikowi z [A7] (poréwnaj z (30)) mamy przyblizenie funkcji
podstawowej w 3D w postaci analitycznej

) = Csin(ﬁr)\/(l —72) COS(ﬁT)’ (56)

r

gdzie stala normujaca C' = 0.796658, a parametr § = 17607 /4096.

Jak pokazano w [A10] istnieja tez inne funkcje wtasne niz funkcje radialne operatora
Cauchy w sferycznej studni. Mozna wykazaé (metodami jak powyzej), ze takze funkcje
postaci

af(r),  yf(r),  zf(r), (57)
gdzie funkcja f(r) jest funkcja radialna

F)=VI=EY B, By=1, (58)
k=0
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sg rozwigzaniami wilasnymi. Zwyczajowo ta trojke rozwigzan wyrazamy jako iloczyny
funkeji radialnych i harmonik sferycznych (wybierajac odpowiednie kombinacje liniowe).
Funkcje wtasne z [ = 1 majg postac

Ying=1.m) (1) = Cf(r)Y2,(0,9), (59)

gdzie m = —1,0,1, a Y;*(0, ¢) sa harmonikami sferycznymi. W [A10] wyznaczono wspot-
czynniki w rozwinieciu funkcji (58) obcietego do iloczynu v/1 — 72 i wielomianu pieésetnego
stopnia. Pokazano ksztalt funkcji radialnych i gestosé¢ prawdopodobienstwa dla n = 1, 2.

Stosujac metody opisane powyzej, w [A10] wykazano, ze istnieja takze rozwiazania z
[ = 2,3, ktore sa postaci iloczynu funkcji radialnej i odpowiedniej harmoniki sferyczne;j.
Niestety nie znamy jawnego przepisu w postaci wzoru analitycznego na funkcje radialng
(by¢ moze wzor taki nie istnieje) ale mozemy ja w zasadzie dowolnie przybliza¢. Dzigki
ogoblnej procedurze mozliwe byto wyznaczenie wspotczynnikéw rozwiniecia, a tym samym
uzyskaé zadowalajace przyblizenia funkcji whasnych. W [A10] podano tez ogdlny przepis
na rozwigzania wtasne dla dowolnego [. Warto takze wspomnie¢, ze jedna z krzywych
pracy [A10] postuzyta jako ilustracja strony tytutowej w J. Math. Phys.

Konczac, w rozdziale tym przedstawiono metody rozwigzywania zagadnien spektral-
nych procesu ultrarelatywistycznego na skonczonym zbiorze (odcinku w 1D i kuli w 3D).
Prezentowane tutaj metody z powodzeniem mozna rozciaggnaé¢ na przestrzenie 2D, 4D i
wyzsze, jak réwniez na dowolne procesy a-stabilne.
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5. Omoéwienie pozostalych osiggnie¢ naukowo-badawczych
5. a. Przed uzyskaniem stopnia doktora

I. Dynamika mikrownekowych polarytonéw w przyblizeniu Markowa [B2]

Ekscyton to stan zwigzany elektronu wzbudzonego do pasma przewodnictwa i dziury
pozostate] w pasmie walencyjnym w wyniku oddzialywania kulombowskiego. Ekscytony
przewaznie oddziatuja z fotonami, cho¢ zazwyczaj oddzialywanie to jest zbyt stabe, by
rozwazaé je jako zaburzenie w teorii fermionéw [78]. Aby zwiekszy¢ oddziatywanie eks-
cytonéw z fotonami konstruuje sie pétprzewodnikowe mikrowneki, ktore wieza swiatto.
Uwigzione fotony silnie oddziatuja z ekscytonowymi rezonansami i nie mozna traktowaé
ich jako samoistne byty. W rezimie silnego oddziatywania pojawiaja sie nowe kwazi-czastki
nazywane mikrownekowymi polarytonami [79]. W ten sposéb pétprzewodnikowe mikrow-
neki zapewniajg idealne warunki do badania sprzegniecia kwantowej optyki i fizyki staty-
stycznej oddziatujacych bozonéow.

W pracy wyprowadzono réwnanie mistrzowskie zredukowanej macierzy gestosci mi-
krownekowych polarytonéw oddziatujacych z rezerwuarem wysokoenergetycznych ekscy-
tonéw. Rozne markowskie przyblizenia ewolucji (granica stabego oddziatywania, granica
osobliwego oddziatlywania i inne, zobacz [80]) przejawiaja sie jedynie w réznych warto-
sciach wspotezynnikow w réwnaniu mistrzowskim. Ogélna postaé¢ réwnania mistrzowskie-
go jest taka sama, niezaleznie od wzietego przyblizenia. Warto zauwazy¢, ze takie same
rOwnania otrzymamy réwniez po dotaczeniu wyzszych cztonéw oddziatujacych ekscyto-
néw. Jak nalezato oczekiwaé, asymptotyczne zachowanie si¢ gatezi polarytonow zalezy
od temperatury rezerwuaru. Wykazano, ze elementy diagonalne macierzy gestosci ewo-
luuja niezaleznie od pozadiagonalnych. Uktad polarytonéw ewoluuje do jedynego stanu
rownowagowego, ktory jest stanem termicznym. Szczegdltowo przeanalizowano przypad-
ki zerowej temperatury (elementy pozadiagonalne sa ttumione eksponencjalnie, stanem
rébwnowagowym jest préznia) oraz przypadek nieskonczenie wysokiej temperatury (brak
stanu rownowagowego). Mimo, ze praca ma charakter czysto teoretyczny, jej wyniki moga
by¢ zweryfikowane eksperymentalnie.

II. Dynamika zdegenerowanego optycznego oscylatora parametrycznego
(DOPO) w polu o sci$nietych fluktuacjach [B3]

Manipulowanie polami elektromagnetycznymi w optycznej wnece jest jednym z naj-
wigkszych osiggnie¢ optyki kwantowej dzisiejszych czasow. Odkrycie proceséw nielinio-
wych, takich jak proces parametrycznego obnizenia czesto$ci czy proces mieszania czte-
rech fal, pozwolilo rozwina¢ miedzy innymi inzynierie stanéw Sci$nietych [81-83], ktoére
sg uzywane w wielu obszarach optyki kwantowej. Tradycyjnie rozwaza si¢ rezerwuary
termiczne lub préznie, niemniej jednak jak pokazano np. w [9] pewne nowe cechy ewolu-
ujacego, wnekowego pola elektromagnetycznego moga by¢ obserwowane jesli zastosuje sie
rezerwuar ze $cisnietymi fluktuacjami.

W pracy rozwazano ewolucje wnekowych modéw oddziatujacych z zewnetrznym polem
w stanie Scisnietym. W zdegenerowanym parametrycznym oscylatorze sygnat o czestosci w
jest wzmacniany medium pompujacym. Dodatkowo zatozono, ze mod wnekowy oddziatuje
liniowo z zewnetrznym, silnym polem. Mody pola wyciekaja jednym z luster i oddziatuja
na zewnatrz wneki z polami, ktore stanowia rezerwuar. Ewolucje macierzy gestosci pola
wnekowego w rezerwuarze o $cisnietych fluktuacjach zadaje przyblizenie Markowa [85, 86].

Réwnanie mistrzowskie dla macierzy gestosci pola wnekowego zostalo rozwiazane ana-
litycznie w obrazie Heisenberga. Przeanalizowano dtugoczasowe, asymptotyczne whasnosci
macierzy gestosci w zaleznosci od wartosci parametréw rownania mistrzowskiego. Poka-
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zano, ze dla pewnego wyboru parametréow, istnieje jedyny rownowagowy stan asympto-
tyczny, do ktorego daza wszystkie stany, niezaleznie od wyboru stanu poczatkowego. Stan
rownowagowy jest przesunietym i SciSnietym stanem termicznym. W pracy przestudio-
wano wtlasnodci stanu asymptotycznego, analizujac parametr temperaturowy i parametr
Sciskania. Wszystkie otrzymane w pracy wyniki sg analityczne.

III. Dynamika SPL NOPO z niesymetrycznymi petlami sprzezenia zwrotne-
go [B4]

Splatanie w uktadach o ciaglych stopniach swobody jest w ostatnich latach inten-
sywnie badane. Mozliwos¢ istnienia splatania w uktadach o ciggtych stopniach swobody
sformutowano po raz pierwszy w [87-89], a nastepnie zweryfikowano eksperymentalnie
dla niezdegenerowanego optycznego oscylatora parametrycznego (NOPO) [90]. Od tego
czasu osiggnieto olbrzymi postep w opisie teoretycznym jak réwniez w doswiadczalnej im-
plementacji splatanych stanéw pola elektromagnetycznego. Dodatkowo, w celu eliminacji
dyfuzji réznicy faz pomiedzy subharmonicznymi sktadowymi pola wnekowego mozna za-
stosowaé¢ metode wiezienia fazy. Dla przyktadu, jak pokazano w [91, 92] uzycie NOPO z
tzw. uwiezieniem fazy (SPL NOPO), tj. uktadu: krysztal nieliniowy II typu i ¢wieréfaldow-
ka we wnece moze zredukowa¢ wpltyw procesow dyfuzyjnych. Zastosowanie ¢wieréfalowki
umozliwia liniowe mieszanie spolaryzowanych modéw sygnatowego i jatowego, co w kon-
sekwencji prowadzi do fazowego zamkniecia obu modéw we wnece. Petna kwantowo me-
chaniczna analiza takich uktadéw zostala zaproponowana w [93], a jego eksperymentalna
realizacje zaprezentowano w [94].

W uktadzie SPL NOPO z niesymetrycznymi petlami sprzezenia zwrotnego wyprowa-
dzono réwnanie mistrzowskie i pokazano, ze jest to poprawne réwnanie ewolucji macierzy
gestosci, co przy olbrzymiej liczbie parametréw nie bylto oczywiste. Stosujac przejscie do
obrazu Heisenberga, mozliwe byto analityczne rozwigzania réwnania master w jezyku ope-
ratorow Weyla. W pracy pokazano, ze rézna sita sprzezenia petli sprzezenia zwrotnego
moze powodowaé Scisniecie termicznego rezerwuaru i dodatkowo prowadzi do procesu ob-
nizenia czestosci w kazdym modzie pola. Dowiedziono, ze w pewnym rezimie parametrow,
istnieje stan rownowagowy ewolucji i jest to stan gaussowski.

Pokazano, ze niesymetryczne sprzezenie zwrotne moze powodowaé zwiekszenie spla-
tania stanu réwnowagowego. Dynamika splatania modéw wewnatrzwnekowych zostata
szczegdtowo przeanalizowana dla réznych poczatkowych macierzy gestosci. Wykazano tak-
ze, ze w uktadzie SPL. NOPO moze dochodzié¢ do nagltej Smierci, narodzin i op6éznionych
narodzin splatania.

5. b. Po uzyskaniu stopnia doktora

I. Asymptotyczne splatanie dwéch atoméw w polu o Sci$nietych fluktuacjach [C1]

Dynamiczne tworzenie splatania poprzez posrednie oddzialywanie uktadéw przestrzen-
nie odizolowanych byto powszechnie badane w literaturze, szczegolnie w przypadku ato-
mow dwupoziomowych oddziatujacych ze wspélng proznia. Pomyst, ze dyssypacja moze
tworzy¢ splatanie, a nie niszczy¢ pojawit sie w [95-98]. Ewolucje uktadéw kwantowych,
w tym uktadéw dwupoziomowych w pewnym rezerwuarze opisuje rOwnanie mistrzowskie
(master equation), ktore sktada sie z czesci hamiltonowskiej i czedci dysypatywnej [B2-B4].
W przypadku tradycyjnych rezerwuaréw typu kwantowa proznia czy rezerwuar termiczny
ewolucja zostata doktadnie zbadana i znana jest jawna postaé¢ standéw asymptotycznych
czy stanéw rownowagowych [95, 99]. W przypadku rezerwuaru ze scisnietymi fluktuacja-
mi znane sg jedynie stany stacjonarne dla pewnego zbioru parametréow poczatkowych
[100]. Rozwazanie takich rezerwuaréw powoduje pojawienie sie dodatkowych parametréw
w rownaniu mistrzowskim, co znacznie komplikuje rozwazania. Niemniej jednak sytuacja
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nie jest beznadziejna.

W pracy badano ewolucje uktadéw dwupoziomowych oddziatujacych z fotonowym re-
zerwuarem w stanie Scisnigtej prozni. Ewolucja czasowa takiego ukltadu istotnie zalezy
przede wszystkim od odleglosci miedzy atomami. Gdy atomy sg przestrzennie oddzielone
istnieje jedyny stan asymptotyczny ewolucji, ktéry moze byé splatany, w przeciwienstwie
do analogicznych uktadéw dwupoziomowych w termicznym rezerwuarze. W przypadku
gdy odlegtosci miedzyatomowe sg mate, istnieja nietrywialne stany asymptotyczne, ktore
sa parametryzowane wiernosciag F (fidelity) i parametrami N i M charakteryzujacymi
SciSniety rezerwuar. Oczywiscie stan asymptotyczny zalezy rowniez od czestotliwosci od-
strojenia (réznicy czestosci miedzy czestotliwoscia przejscia atomowego i czestotliwosci
pola fotonowego). W ukladzie dwoch qubitéw w termicznym rezerwuarze [101] istnieje
stan stacjonarny zalezny od F', ktérym mozemy manipulowaé. Ponadto istnieje pewna
krytyczna warto$¢ F, powyzej ktérej stany stacjonarne sa uogdélnionymi (termicznymi)
stanami Wernera.

Jak pokazano, w uktadach atoméw dwupoziomowych w rezerwuarze Scisnigtej prézni,
istniejg wiernosci Fi i Fy, dla ktorych istnieje jakosciowa zmiana stanu asymptotycznego.
Jedli tylko F jest wieksze od progu Fy, to stan asymptotyczny jest splatany (podobnie
jak w rezerwuarze termicznym [101]). Niezerowe splatanie moze takze zachodzi¢, dla F'
mniejszych od F} czy takze dla F' = 0, co jest wylacznie mozliwe w rezerwuarze Scisnie-
tej prozni. Gdy atomy sa w rezonansie z polem fotonowym i |[M| = /N(N + 1), stan
asymptotyczny, odpowiadajacy zerowej wiernodci jest czystym stanem splatanym, zwa-
nym dwuatomowym stanem $ci$nietym.

II. Ultrarelatywistyczne stany zwigzane w plytkiej sferycznej studni potencja-
hu [C13]

Praca [C13] stanowi rozszerzenie opisanych powyzej metod na przypadek przestrze-
ni tréjwymiarowych. W [C13] rozwazano zagadnienie wtasne nielokalnego, tréjwymiaro-
wego, ultrarelatywistycznego operatora z ptytkimi potencjatami sferycznie-symetrycznej,
skonczonej studni o gtebokosci Vy. Dla proceséw a-stabilnych w skonczonej studni w jed-
nym wymiarze stan podstawowy zawsze istnieje (niezaleznie od gtebokosci V4 studni) gdy
1 < a < 2, podezas gdy dla 0 < a < 1 istnienie stanu podstawowego wymaga by gte-
bokosé studni nie byta zbyt mata [102, 103]. W przestrzeni dwuwymiarowej oczekuje sie,
istnienia stanu podstawowego dla dowolnego o € (0,2), gdy studnia jest wystarczajaco
gleboka [104, 105], choé¢ mozliwe jest wykazanie istnienia stanu podstawowego dla dowol-
nej gtebokosdei Vy > 0 gdy 1 < o < 2 [103]. W przestrzeniach d > 3 wymiarowych istnienie
stanu podstawowego moze by¢ osiagalne jedynie dla wystarczajaco gtebokich studni dla
dowolnego a € (0,2). Gltéwnym celem [C13]| bylo znalezienie glebokosci Vi sferycznej
studni, dla ktoérych moze istnieé¢ stan podstawowy, a takze zbadanie jak gtebokosé studni
wplywa na pojawianie sie kolejnych funkeji wtasnych. Przypomnie¢ w tym miejscu nalezy,
ze zarbwno w [A4] jak i w [A5] badano problem istnienia zwiazanych stanéw wlasnych w
zaleznosci od glebokosci studni. Dla przyktadu w [A4] pokazano, ze operator ultrarelaty-
wistyczny w jednym wymiarze z potencjatem studni o gltebokosci V) = 5 posiada jedynie
trzy funkcje wtasne. W [A5] przeanalizowano liczbe stanéw whasnych dla Vo = 5 w zalez-
nosci od parametru masowego m quasirelatywistycznego operatora H = T, + V (patrz
(20)). Wykazano, ze istnieja trzy funkcje wlasne gdy m < 0.1 podczas gdy dla duzych m
(m > 1), lub w nierelatywistycznym zagadnieniu wlasnym istnieje tylko jedna. Niestety
nie istnieje zadna konsystentna teoria okreslajaca liczbe rozwigzan zagadnienia wlasnego
operatora Cauchy w dowolnej przestrzeni w zaleznosci od gltebokosci studni. Praca [C13)]
pozwala tatwiej zajrze¢ w gtab tej problematyki, lepiej zrozumie¢ jej cechy i daje odpo-
wiedz dla ptytkich studni. W przestrzeniach tréjwymiarowych poszukiwanie rozwigzan
rOwnania wtasnego, ktére nie byto by rozwigzaniem radialnym nie jest zadaniem tatwym
(zobacz np. [35], gdzie znaleziono jedynie stany wtasne | = 0 dla ultrarelatywistycznego
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oscylatora w 3D). W pracy [C13] wykazano, ze istnieja inne niz radialne stany wlasne
skonczonej, sferycznie-symetrycznej studni, co mozliwe jest jedynie gdy studnia nie jest
zbyt plytka.

Idee znajdowania rozwigzan wlasnych mozna przedstawi¢ w kilku krokach. Po pierw-
sze poszukujemy rozwigzan w postaci iloczynu funkcji radialnej i harmoniki sferycznej. Po
drugie po wycatkowaniu po katach w nielokalnym operatorze catkowym, otrzymujemy no-
wy operator dziatajacy na funkcje zalezng jedynie od wspotrzednej radialnej. Prowadzi to
do problemu spektralnego z nowym operatorem catkowym, ktére rozwigzujemy stosujac,
opisany powyzej algorytm Stranga dla funkcji radialnej oraz pamietajac przeprowadzi¢
iloczyny skalarne i normowanie w przestrzeni trojwymiarowej. Zwigzane stany wlasne
moga istnie¢ jedynie gdy wartosci wtasne energii otrzymane z algorytmu sa mniejsze niz
gtebokos¢ studni V. Idea poszukiwania rozwigzan spektralnych w zaleznosci od gleboko-
sci Vg studni jest nastepujaca. Zmieniamy Vj i sprawdzamy czy zmiana ta spowodowala
zmiane liczby funkcji wlasnych. Méwiac precyzyjniej stosujac przedstawiong tutaj metode
wyznaczono gleboko$¢ studni, ponizej ktérej nie istnieje stan wlasny (Vy = 2) oraz gtebo-
kosé studni, dla ktorej istnieje stan wtasny (Vy = 2.1). To oznacza, ze istnieje gltebokosé
Vo € (2,2.1) studni, dla ktérej pojawia sie zwiazany stan podstawowy symetrycznej studni
w 3D. Réwnolegle wykazano zwiazek miedzy rozwigzaniami radialnymi w 3D i rozwiaza-
niami nieparzystymi w przestrzeni 1. Wartosci wtasne radialnych funkcji w przestrzeni
tréjwymiarowej sg rowne wartosciom wlasnym odpowiadajacym nieparzystym funkcjom
wlasnym, tzn. Eq,)(d = 3) = Ea(d = 1). Zwiazek ten pozwala sformutowaé zagadnienie
poszukiwania gtebokosci studni w 3D, dla ktorej istnieje stan zwiazany w jezyku rozwia-
zan w 1D. Mozna powiedzieé, ze o ile w 1D stan podstawowy istnieje zawsze (o = 1),
o tyle stan wzbudzony wymaga, by studnia nie byta zbyt ptytka i glebokos¢ ta jest jed-
noczesnie gtebokoscig sferycznie symetrycznej studni w przestrzeni tréjwymiarowej, dla
ktorej pojawia sie stan podstawowy. W jezyku teorii proceséw stochastycznych powie-
dzielibysmy raczej, ze rozwigzanie wtasne istnieje jesli proces, ktérego generatorem jest
operator H =T + V jest powracajacy [102-105].

W pracy [C13] zgtebiono zagadnienie istnienia funkcji wtasnych dla [ = 0,1,2 az do
Vo < 8.3. W tabeli VI pracy [C13] zestawiono warto$ci wlasne, dla réznych glebokosci
studni. Zaprezentowano rozwiazania radialne (graficznie), jak réwniez gestosci prawdo-
podobienstwa znalezienia procesu Cauchy wewnatrz i na zewnatrz studni. Gestos¢ praw-
dopodobienstwa procesu ultrarelatywistyczengo, podobnie jak dla czastki masywnej w
tréjwymiarowej, skonczonej, sferycznie-symetrycznej studni w mechanice kwantowej mo-
zemy wyrazi¢ przy pomocy dwoch parametréw r i 6; nie ma zaleznosci od kata ¢. Whasnosé
ta pozwala na prezentacje gestosci prawdopodobienstwa graficznie w uktadzie bieguno-
wym. Oczywiscie proces ultrarelatywistyczny moze tunelowaé¢ przez skonczone bariery,
co wyraznie wida¢ na wykresach. Praca to rozszerza wyniki pracy [A10] (oméwione w
poprzednim rozdziale) na przypadek proceséw Cauchy w skonczonej studni potencjatu
(z warunkami brzegowymi Dirichleta). Praca ta moze byé¢ takze pretekstem i Zrédltem
inspiracji w probie zrozumienia jak (mozliwie w duzych skalach przestrzennych) energia
moze by¢ akumulowana badz przechowywana w postaci stanéw zwiazanych kwantowych
réwnan typu Schrodingera pozbawionych masy.
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