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Streszzenie

Komputerowe symulaje przepªywu pªynów nale»¡ do wa»nego obszaru bada« �zyki kom-

puterowej, aerodynamiki, jak równie» s¡ nieogranizonym ¹ródªem efektów wykorzysty-

wanyh we wspóªzesnym ±wieie rozrywki. Umiej�tno±¢ zrozumienia praw �zyki rz¡dz¡-

yh przepªywami i wykorzystanie wi¡» rosn¡yh moy oblizeniowyh komputerów

pozwalaj¡ przewidywa¢ i odtwarza¢ zahowanie pªynnej materii. Celem niniejszej pray

byªo zbadanie mo»liwo±i modelu gazu sieiowego FHP-III � prostej idealizaji pªynu

opartej na zasadah dziaªania automatów komórkowyh.

W rozdziale pierwszym przedstawiono swoist¡ ewoluj� modelu FHP-III: poz¡wszy

od idei automatu komórkowego zaproponowanej przez J. von Neumanna, poprzez gaz

sieiowy oparty na siei kwadratowej HPP, a» do rodziny izotropowyh modeli opar-

tyh na siei trójk¡tnej � FHP . Ponadto, wprowadzone zostaªo poj�ie warunków brze-

gowyh, które opisuj¡ zahowanie pªynów symulowanyh modelami gazów sieiowyh pod-

zas wpªywu i wypªywu w obszar symulaji oraz kontaktu z przeszkodami. Zako«zenie

rozdziaªu pierwszego stanowi szereg relaji pomi�dzy wielko±iami hydrodynamiznymi

harakteryzuj¡ymi modele gazów sieiowyh.

Rozdziaª drugi jest prób¡ skonfrontowania automatu komórkowego FHP-III z ozeki-

waniami wysuwanymi wobe dobrego modelu hydrodynamiznego. W pierwszym etapie

sprawdzono zy i±nienie w ukªadzie z pªynem opisywanym modelem FHP-III speªnia

prawo Pasala. Zmierzono zas relaksaji i±nienia w modelu i porównano z analog-

iznymi wynikami otrzymanymi dla modelu FHP-II. Kolejnym krokiem byªo okre±lenie,

zy model FHP-III, w przeiwie«stwie do modelu HPP, jest izotropowy. Finaln¡ z�±i¡

drugiego rozdziaªu jest próba oblizenia lepko±i modelu poprzez zasymulowanie pªaskiego

przepªywu Poiseuille'a.

W rozdziale trzeim opisano dwa eksperymenty przeprowadzone nad modelem FHP-

III maj¡e okre±li¢ zy model ten speªnia prawo Dary'ego: ponownie przeanalizowano

przepªyw Poiseuille'a dodaj¡ do badanego ukªadu przeszkody, oraz jawnie zbadano za-

le»no±¢ ±redniej pr�dko±i pªynu przepªywaj¡ego przez materiaª porowaty od gradientu

przyªo»onego i±nienia.

Podsumowuj¡a analiza otrzymanyh wyników zostaªa przedstawiona w rozdziale

zwartym.
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Rozdziaª 1

Gazy sieiowe

1.1 Wst�p

W latah 40-tyh XX wieku Janos von Neumann prauj¡ nad abstrakyjnym systemem

symulowania proesów samo replikaji organizmów biologiznyh stworzyª podstawy mod-

elu, który dzi± nazywamy automatem komórkowym. Zainspirowany praami Stanisªawa

Ulama, w swoih rozwa»aniah uwzgl�dniª dyskretny zas oraz przestrze« [1℄.

Automatami komórkowymi nazywamy maszyny matematyzne o sko«zonej lizbie

stanów, które w ka»dym kroku zmieniaj¡ stan wszystkih swoih komórek jednoze±nie [2℄.

Krok nazywamy ewoluj¡ b¡d¹ warstw¡ automatu. Ka»dej komóre przypisany jest jeden

z n mo»liwyh stanów reprezentowanyh przez lizby aªkowite 0, 1,..., n − 1.
Aby poprawnie zde�niowa¢ automat komórkowy, musimy okre±li¢ stan poz¡tkowy

wszystkih komórek w hwili t = 0 oraz wyznazy¢ zbiór reguª, które de�niuj¡ stan

ka»dej komórki w nowej warstwie ze znajomo±i stanu poprzedniej warstwy. Reguªy te

nie powinny zale»e¢ od poªo»enia komórek. Najz�±iej przedstawia si� je jako zestaw

reguª przej±¢ (Rys.1.1), które mog¡ by¢ zapisane w postai wzoru matematyznego. W

ka»dym kroku ewoluji nast�puje zmiana wszystkih komórek automatu.

Rysunek 1.1: Przykªad kilku reguª przej±¢ dla automatu komórkowego Sand Pile [3℄.

Na przeªomie lat 50 i 60 ubiegªego wieku, gªównym kierunkiem bada« nad automatami

komórkowymi byªy modele jednowymiarowe [4℄. W roku 1970 John Horton Conway

stworzyª dwuwymiarowy automat komórkowy nazywamy �Gr¡ w �yie�, w którym pro-

es ewoluji zdeterminowany byª bardzo prostymi reguªami [2℄[4℄. Na przestrzeni os-
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Gra w �yie

tatnih 25 lat jednym z najbardziej znanyh popularyzatorów automatów komórkowyh

jest Stephen Wolfram, autor pakietu Mathematia sªu»¡ego do oblize« numeryznyh

i symboliznyh [2℄.

1.2 Gra w �yie

Gra w �yie jest jednym z najbardziej znanyh automatów komórkowyh [1℄. Najbardziej

rozpowszehniona wersja tego modelu to automat dwuwymiarowy, opisany na siei kwadra-

towej. Ka»da komórka w ukªadzie mo»e znajdowa¢ si� w stanie �»ywym� (stan ten oz-

nazmy lizb¡ 1) lub �martwym� (lizba 0). Stan ten w ka»dym kroku symulaji zmienia

si� w zale»no±i od stanów najbli»szyh o±miu s¡siadów i stanu wªasnego (rys.1.2), o w

literaturze nazywane jest s¡siedztwem Moore'a [5℄.

Rysunek 1.2: Ka»da komórka otozona jest o±mioma s¡siadami.

Zasady ewoluji w Grze w �yie s¡ proste. Komórka »ywa pozostanie »ywa po upªywie

jednostki zasu, je±li dokªadnie dwie lub trzy komórki w jej s¡siedztwie s¡ »ywe. W

przeiwnym przypadku komórka umiera. Komórka martwa o»yje, je»eli b�dzie otozona

dokªadnie trzema »ywymi s¡siadami [1℄[2℄. Odpowiednie ustalenie warunku poz¡tkowego

pozwala zaobserwowa¢ iekawe zahowania ukªadu.

Z po±ród wielu formaji komórek, które mog¡ powsta¢ podzas ewoluji do naj-

iekawszyh nale»¡ [2℄: migaze (blinkers), szybowe (gliders), statki gwiezdne (star

ships), armaty (guns) � rysunek 1.3.

t = 0 t = 1 t = 2 t = 3

Rysunek 1.3: Kolejne kroki ewoluji w Grze w �yie

Podzas implementaji automatu Conway'a wa»nym elementem s¡ warunki na brzegah

siei. Najz�±iej zagadnienie to realizuje si� poprzez naªo»enie ykliznyh warunków

brzegowyh (przykªadowo szybowie doieraj¡y do lewego brzegu ukªadu zaznie �wyªa-

nia� si� po jego prawej stronie [6℄ � rys.1.3).

3



Gaz sieiowy

1.3 Gaz sieiowy

Modele gazów sieiowyh (LGCA � Lattie Gas Celluar Automata [7℄) s¡ automatami

komórkowymi u»ywanymi m.in. do symulowania przepªywów pªynów. Zaªo»enia harak-

teryzuj¡e ten podzbiór automatów sprowadzi¢ mo»na do nast�puj¡yh zasad:

1. pr�dko±i ka»dej z¡stki mo»e przyjmowa¢ warto±¢ z dyskretnego zbioru wektorów

pr�dko±i,

2. z w�zªa n do s¡siedniego w�zªa m mo»e w jednym kroku zasowym przemieszza¢

si� tylko jedna z¡stka,

3. ka»dy dyskretny krok zasowy skªada si� z dwóh etapów: kolizji i przesuni�ia.

Reguªy kolizji pomi�dzy z¡stkami s¡ ró»ne dla ró»nyh modeli gazu sieiowego, ale w

wi�kszo±i wariantów kolizje speªniaj¡ zasad� zahowania p�du oraz masy. Krok translaji

sprowadza si� do przesuni�ia z¡stki zgodnie z wektorem jej pr�dko±i (algorytm modelu

gazu sieiowego zostaª opisany w Dodatku A).

W elu oblizenia wielko±i hydrodynamiznyh (np. g�sto±i, pr�dko±i) dokonuje

si� podziaªu siei na wi�ksze bloki, w któryh u±rednia si� warto±i mikroskopowe tyh

wielko±i. Otrzymane w ten sposób informaje obarzone s¡ szumem statystyznym.

Szum z�sto zmniejsza si� stosuj¡ dodatkowo u±rednianie wielko±i makroskopowyh

po zespole (o zgodnie z hipotez¡ ergodyzn¡ oznaza u±rednianie po zasie) [8℄. Pro-

es oblizania wielko±i hydrodynamiznyh zostanie dokªadnie opisany w dalszej z�±i

pray.

Jedn¡ z gªównyh zalet gazów sieiowyh jest lokalny harakter warunków brzegowyh,

któryh implementaja ograniza si� z�sto do mikroskopijnego �odbijania� z¡stek od

przeszkód uªo»onyh na siei. Nie bez znazenia jest równie» prostota ih implementaji

bez potrzeby u»ywania skomplikowanyh metod numeryznyh sªu»¡yh do oblizania

równa« ró»nizkowyh. Pozwala to ogranizy¢ mo»liwo±¢ popeªnienia bª�du podzas

tworzenia symulaji. Symetria i dyskretyzaja siei umo»liwia stosowanie tehnik pro-

gramowania równolegªego w elu przyspieszenia oblize«.

1.4 Model HPP

Pierwszym modelem gazu sieiowego byª zaproponowany w 1973 model HPP [7℄ ( Hardy,

de Pazzis, Pomeau). Model teb opisany jest na siei kwadratowej. Przesuni�ie z¡stek

nast�puje wzdªu» kierunków siei wyznazonyh wektorami:

ci =
(

sin
(π

2
i
)

, cos
(π

2
i
))

, i = 1, 2, 3, 4, (1.1)

gdzie speªniony jest warunek symetrii siei:

4
∑

i=1

ci = 0. (1.2)

Kolizja zahodzi wtedy, gdy do jednego w�zªa pod¡»a wi�ej ni» jedna z¡stka. Fakt, i»

przy ka»dej kolizji zahowana jest lizba i p�d z¡stek, prowadzi do zde�niowania dwóh
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Model FHP

Rysunek 1.4: Reguªy kolizji dla modelu gazu sieiowego HPP.

nietrywialnyh typów kolizji, w któryh zmienia si� wektor pr�dko±i z¡stek [1℄ (rys.

1.4).

W tak zde�niowanym modelu ka»dy w�zeª mo»e znajdowa¢ si� w jednym z 24 = 16
stanów, przy zym za pomo¡ ztereh lizb (N,S,W,E) opisa¢ mo»emy zmierzaj¡e do

niego z odpowiednih kierunków z¡stki:

• (0,0,0,0) oznaza pusty w�zeª,

• (1,0,0,0) w�zeª do którego zmierza jedna z¡stka (z góry),

• ...

• (1,1,1,1) w�zeª do którego z ka»dego kierunku zmierza z¡stka.

Ka»demu w�zªowi mo»emy zatem przypisa¢ lizb� aªkowit¡ n = 0, ..., 15 b�d¡¡ dziesi�t-

nym odpowiednikiem reprezentaji binarnej stanu w�zªa (N,S,W,E). Ten sposób pozwala

zaimplementowa¢ kolizje i translaje jako operaje bitowe na lizbah aªkowityh [7℄.

Model HPP jest jedn¡ z najprostszyh realizaji gazu sieiowego. Obenie ze wzgl�du

na brak izotropowo±i model ten omawiany jest gªównie ze wzgl�dów historyznyh. W

uj�iu makroskopowym niemo»liwe jest otrzymanie równa« Naviera-Stokesa dla tego au-

tomatu [7℄.

1.5 Model FHP

W roku 1986 Frish, Hasslaher i Pomeau zaproponowali, aby gaz sieiowy opisa¢ na siei

trójk¡tnej [9℄. W modelu tym, wektory siei (rys. 1.5) zapisujemy [7℄:

ci =
(

cos
(π

3
i
)

, sin
(π

3
i
))

, i = 1, 2, .., 6, (1.3)

gdzie speªniony jest warunek symetrii siei:

6
∑

i=1

ci = 0. (1.4)
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Model FHP

Wektory siei ci s¡ równie» jedynymi dost�pnymi wektorami pr�dko±i, z jakimi mog¡

porusza¢ si� z¡stki w modelu. Wynika to z faktu, i» w automatah komórkowyh dªugo±¢

kroku zasowego ma ustalon¡ warto±¢ △t = 1, wi� ci i ci/△t posiadaj¡ zawsze t� sam¡

warto±¢ numeryzn¡. Wszystkie z¡stki w modelu FHP posiadaj¡ t� sam¡ mas� m = 1,
zatem wektory ci równie» mo»emy uto»sami¢ z wektorami p�du z¡stek. Podobnie jak w

modelu HPP, stan komórki mo»emy reprezentowa¢ poprzez kombinaj� 6-bitowe, o daje

26 = 64 mo»liwyh stanów [7℄.

Rysunek 1.5: Wektory siei w modelu FHP.

W modelu FHP wprowadza si� dwa nietrywialne typy kolizji zahowuj¡e p�d i mas�:

z udziaªem dwóh i trzeh z¡stek [1℄. Gdy do jednego w�zªa zmierzaj¡ z przeiwnyh

kierunków dokªadnie dwie z¡stki, wektor pr�dko±i ka»dej z nih zmieni po kolizji swój

kierunek o 60

◦
, przy zym suma p�dów tyh z¡stek b�dzie wi¡» wynosi¢ zero. Na

rysunku 1.6 pokazano, i» z¡stki po kolizji mog¡ zmieni¢ swój kierunek w prawo b¡d¹ w

lewo. Aby zahowa¢ symetrie kolizji, kierunek skr�tu wybiera si� z prawdopodobie«stwem

p = 1/2. W przypadku, gdy do w�zªa zmierzaj¡ dokªadnie trzy z¡stki, któryh wektory

pr�dko±i tworz¡ k¡t 120

◦
(rys. 1.7), ka»da z¡stka w wyniku kolizji odbije si� od w�zªa.

Rysunek 1.6: Kolizja z udziaªem dwóh z¡stek w modelu FHP.

Rysunek 1.7: Kolizja z udziaªem trzeh z¡stek w modelu FHP.
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Model FHP

Stan w�zªa w hwili t w punkie r mo»emy zapisa¢ jako:

n(r, t) = {ni(r, t), i = 1, .., 6}, (1.5)

gdzie r jest wektorem wodz¡ym w�zªa zazepionym w ±rodku ukªadu wspóªrz�dnyh,

natomiast ni(r, t) przyjmuj� warto±¢ 1, gdy z kierunku i do w�zªa wskazanego wektorem

r zmierza z¡stka lub 0, gdy taka sytuaja nie ma miejsa [7℄. Dla uproszzenia zapisu

przyjmujemy, »e:

ni(r, t) ≡ ni. (1.6)

Zgodnie z de�nij¡ (1.5) ewoluj� stanu obsadzenia mo»emy zapisa¢ za pomo¡ opera-

torów logiznyh(&, |, ∧, ∼):

ni(r + ci, t + 1) = ni ∧ {[(ni ∧ ni+1)&(ni+1 ∧ ni+2)&(ni+2 ∧ ni+3)

& (ni+3 ∧ ni+4)&(ni+4 ∧ ni+5)]

| [ni&ni+3& ∼ (ni+1|ni+2|ni+4|ni+5)]

| [ζ&ni+1&ni+4& ∼ (ni|ni+2|ni+3|ni+5)]

| [∼ ζ&ni+2&ni+5& ∼ (ni|ni+3|ni+4)]}, (1.7)

gdzie:

& = AND

| = OR

∧ = XOR

∼ = NOT. (1.8)

W równaniu (1.7) bit ζ reprezentuje losowy kierunek skr�tu podzas kolizji z udziaªem

dwóh z¡stek. Operatory logizne mo»na zast¡pi¢ dziaªaniami arytmetyznymi (tablia

1.1), wtedy

a b

AND OR XOR NOT

a&b a|b a ∧ b ∼ a
a · b a + b − a · b a + b − 2 · a · b 1 − a

0 0 0 0 0 1

1 0 0 1 1 0

0 1 0 1 1 1

1 1 1 1 0 0

Tablia 1.1: Operatory logizne wraz z arytmetyznymi odpowiednikami.

arytmetyzna posta¢ ewoluji stanu wyra»a si� wzorem:

ni(r + ci, t + 1) = ni + ni+1ni+3ni+5(1 − ni)(1 − ni+2)(1 − ni+4)

− nini+2ni+4(1 − ni+1)(1 − ni+3)(1 − ni+5)

+ ζni+1ni+4(1 − ni)(1 − ni+2)(1 − ni+3)(1 − ni+5)

+ (1 − ζ)ni+2ni+5(1 − ni)(1 − ni+1)(1 − ni+3)(1 − ni+4)

− nini+3(1 − ni+1)(1 − ni+2)(1 − ni+4)(1 − ni+5). (1.9)
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Model FHP-II

Posta¢ ogóln¡ wzorów (1.7) i (1.9) wyra»aj¡yh ewoluj� ukªadu mo»na zapisa¢ jako:

ni(r + ci, t) = ni(r, t) + ∆i(n), (1.10)

gdzie ∆i(n) nazywamy operatorem kolizji. Aby speªniona byªa zasada zahowania p�du

i masy, kolizje nie mog¡ zmienia¢ lizby z¡stek ani p�du dla ka»dego w�zªa, zatem:

∀n :

6
∑

i=1

∆i(n) = 0, (1.11)

oraz:

∀n :

6
∑

i=1

ci∆i(n) = 0. (1.12)

Korzystaj¡ ze wzorów (1.10), (1.11) oraz (1.12) mo»emy zapisa¢ równania zasady za-

howania p�du i masy dla ka»dego w�zªa [LGCA63℄:

6
∑

i=1

ni(r + ci, t + 1) =
6

∑

i=1

ni(r, t), (1.13)

6
∑

i=1

cini(r + ci, t + 1) =
6

∑

i=1

cini(r, t). (1.14)

Równania (1.13) i (1.14) s¡ równie» speªnione dla modelu HPP (i = 1, .., 4) oraz dla

modeli FHP-II i FHP-III (i = 1, .., 7) omówionyh w dalszej z�±i pray.

1.6 Model FHP-II

W odró»nieniu do FHP-I model FHP-II zakªada istnienie z¡stek stajonarnyh. Wektor

pr�dko±i (p�du) dla z¡stek stajonarnyh de�niujemy jako c7 = 0. Daje to mo»liwo±¢

prostego zde�niowania dodatkowyh reguª kolizji; opróz pi�iu reguª kolizji odziedzi-

zonyh po klasyznym modelu FHP (rys. 1.6 i 1.7), w modelu FHP-II [8℄ de�niujemy

sze±¢ kolizji typu (a), sze±¢ kolizji typu (b) oraz pi�¢ kolizji klasyznego modelu FHP ze

stajonarn¡ z¡stk¡ umieszzon¡ w entrum zderzenia: () i (d) (rys. 1.8). Model FHP-II

odznaza si� ni»sz¡ lepko±i¡ ni» model FHP-I [7℄, o wi�ej � stanowi punkt wyj±ia do

najbardziej popularnego modelu FHP-III.

1.7 Model FHP-III

Wprowadzenie z¡stek stajonarnyh umo»liwia utworzenie wi�kszej lizby reguª kolizji

ni» to opisano rozdziale 1.6. Kolejny wariant modelu oznazony symbolem FHP-III de�ni-

uje kolejne reguªy, które przedstawiono na rysunku 1.9, zwi�kszaj¡ zbiór dost�pnyh

kolizji do lizby 76 [10℄. Tablia 1.2 przedstawia zestawienie lizby kolizji oraz mo»li-

wyh stanów ka»dego w�zªa dla omówionyh modeli. Model FHP-III posiada najwi�ksz¡

�g�sto±¢� kolizji spo±ród przedstawionyh wariantów gazów sieiowyh. Opróz mniejszej

lepko±i w porównaniu do modelu FHP-I i FHP-II, model FHP-III harakteryzuje si�

8



Model FHP-III

Rysunek 1.8: Kolizje z z¡stk¡ stajonarn¡ zde�niowane dla modelu FHP-II. (a), (b)
- kolizje dwuz¡stkowe, (c), (d) - kolizje z udziaªem trzeh z¡stek. Kóªko z biaªym

±rodkiem oznaz¡ z¡stk� stajonarn¡.

Rysunek 1.9: Dodatkowe reguªy zde�niowane dla modelu FHP-III.

wi�ksz¡ warto±i¡ wspóªzynnika Reynolds'a [7℄. W rozdziale 2 przedstawiono szereg

eksperymentów komputerowyh, któryh elem jest sharakteryzowanie wªasno±i hydro-

dynamiznyh modelu. Kod ¹ródªowy modelu zostaª przedstawiony w Dodatku A.
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Warunki brzegowe w modelah rodziny FHP

Model: HPP FHP FHP-II FHP-III

Lizba stanów: 16 64 128 128

Lizba kolizji: 2 5 22 76

kolizje
stany

12.5% 7.81% 17.19% 59.38%

Tablia 1.2: Stosunek lizby kolizji do wszystkih mo»liwyh stanów w�zªa dla modeli

HPP, FHP, FHP-II, FHP-III.

1.8 Warunki brzegowe w modelah rodziny FHP

Implementaja warunków brzegowyh stanowi wa»ny aspekt modelu LGCA [7℄. Rozró»-

niamy o najmniej pi�¢ typów warunków brzegowyh: periodyzne � przykªad zostaª

opisany przy okazji omawiania Gry w �yie, wpªywu i wypªywu � maj¡ zastosowanie m.in.

w symulowaniu przepªywu pªynu przez kanaª (hannel �ow � opisany w rozdziale 3); oraz

warunki realizowane podzas kolizji z¡stek gazu sieiowego z powierzhni¡ przeszkód: z

po±lizgiem (Slip) oraz bez po±lizgu (No-Slip).

W warunku z po±lizgiem (rysunek 1.10) iez jest przyspieszana na powierzhni przeszkody.

Skªadowa normalna pr�dko±i zanika (un = 0 oraz ∂u/∂n = 0). Przyspieszanie iezy na

brzegah jest zjawiskiem niespotykanym w rzezywisto±i, zatem warunek po±lizgu jest

nie �zyzny.

Rysunek 1.10: Warunek brzegowy z po±lizgiem.

Warunek bez po±lizgu realizowany jest poprzez odbiie wektora pr�dko±i (rysunek 1.11).

Wypadkowa pr�dko±¢ takiej kolizji wynosi u = 0.

Rysunek 1.11: Warunek brzegowy bez po±lizgu.
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Wielko±i makroskopowe w modelu gazu sieiowego

1.9 Wielko±i makroskopowe wmodelu gazu sieiowego

W elu wyznazenia wielko±i hydrodynamiznyh de�niujemy ±redni¡ warto±¢ obsadzenia

Ni(r, t) jako ±redni¡ po zespole [1℄[7℄:

Ni(r, t) = 〈ni(r, t)〉. (1.15)

Ni(r, t) jest równie» prawdopodobie«stwem znalezienia z¡stki w w�¹le wskazanym przez

wektor wodz¡y r w hwili t poruszaj¡ej si� z pr�dko±i¡ ci. Korzystaj¡ z powy»szej

de�niji Lokaln¡ g�sto±¢ makroskopow¡ de�niujemy jako sum� ±rednih lizb z¡stek

znajduj¡yh si� w kierunkah wskazanyh przez wektory siei ci.

ρ =

z
∑

i=1

Ni(r, t), (1.16)

z okre±la lizb� wektorów siei w konkretnym modelu (np. z=7 dla FHP-III). Na tym

etapie wa»ne jest rozró»nienie klasyznej g�sto±i (1.16) od tzw. g�sto±i na kierunek

siei:

d =
ρ

z
. (1.17)

Lokalny p�d w ukªadzie zapisa¢ mo»emy jako:

j(r, t) =

z
∑

i=1

ciNi(r, t). (1.18)

Znaj¡ warto±i (1.16), (1.17) i (1.18) lokaln¡ pr�dko±¢ mo»emy oblizy¢ ze wzoru:

u(r, t) =
j(r, t)

ρ
. (1.19)

Charakterystyzn¡ eh¡ modelu gazu sieiowego FHP-III jest liniowa relaja mi�dzy

i±nieniem, a g�sto±i¡ [BAL1250℄:

p = 0.5ρ. (1.20)

Lepko±¢ kinematyzn¡ modelu FHP-III wyra»a wzór [7℄:

ν =
1

28

1

d(1 − d)

1

1 − 8d(1 − d)/7
−

1

8
, (1.21)

gdzie ν, p, j(r, t), u(r, t) i ρ s¡ makroskopowymi wielko±iami �zyznymi harakteryzuj¡-

ymi symulowany ukªad. Mikroskopowe równania zasady zahowania p�du i masy (1.13)

i (1.14) implikuj¡ posta¢ równa« w przypadku makroskopowym:

6
∑

i=1

Ni(r + ci, t + 1) =

6
∑

i=1

Ni(r, t) (1.22)

6
∑

i=1

ciNi(r + ci, t + 1) =
6

∑

i=1

ciNi(r, t) (1.23)
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Rozdziaª 2

Hydrodynamika modelu FHP-III

2.1 Wst�p

W zale»no±i od typu, modele gazów sieiowyh harakteryzuj¡ si� ro»nymi wªasno±i-

ami. Czynnikami wpªywaj¡ymi na te wªasno±i s¡: rodzaj siei, na której opisany jest

model oraz zde�niowane reguªy kolizji. Niniejszy rozdziaª jest prób¡ sharakteryzowania

modelu FHP-III na podstawie przeprowadzonyh eksperymentów w postai symulaji

komputerowyh.

2.2 Osi¡ganie stanu równowagi

Zgodnie z prawem Pasalea z 1653 roku w ukªadzie, na który nie dziaªaj¡ siªy zewn�trzne,

i±nienie jest jednakowe we wszystkih punktah pªynu (gazu) [12℄. Prawo to mo»emy

zapisa¢ w postai równania:

∇P = 0. (2.1)

W do±wiadzeniu maj¡ym na elu sprawdzenie, zy model FHP-III speªnia prawo Pas-

ala, utworzono zamkni�ty ukªad o rozmiarze D = 500 × 500j.s. 1

, który podzielono na

dwie, równe komory, oddzielone od siebie nieprzenikaln¡ ±ian¡. W jednej komorze zostaª

umieszzony gaz opisany modelem FHP-III o g�sto±i na kierunek d = 2

7
, o odpowiada

ρ = 2. Druga komora pozostaªa pusta. W hwili t = t0 w poªowie wysoko±i ±iany odd-

zielaj¡ej komory zostaªa utworzona wyrwa o szeroko±i L = 30j.s.. Rysunek 2.1 przed-

stawia kolejne etapy proesu wyrównywania i±nienia w komorah. Z wykresu przedstaw-

ionym na rysunku 2.2 mo»emy wywnioskowa¢, »e zmiana i±nienia w komorah opisana

jest zale»no±i¡ wykªadniz¡:

P (t) = Ae−t/τ + B, (2.2)

gdzie τ jest zasem relaksaji i±nienia [13℄.

Aproksymuj¡ funkj� (2.2) do otrzymanyh punktów pomiarowyh uzyskano dla funkji

i±nienia w lewej komorze P1(t) nast�puj¡e warto±i wspóªzynników:

τ = 2.5 · 103 ± 34,

B = 4.8 · 10−1 ± 0.001,

A = 5.7 · 10−1 ± 0.004,

1

j.s. - jednostka staªej siei

12



Osi¡ganie stanu równowagi

t = 1 t = 150 t = 500 t = 2000

Rysunek 2.1: Wyrównywanie i±nienia w komorah.
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Rysunek 2.2: Wykres zmian i±nienia w komorah.

oraz dla funkji P2(t) (prawa komora):

τ ′ = 2.5 ± 34,

B′ = 5.1 ± 0.001,

A′ = −5.7 ± 0.004.

Analizuj¡ otrzymane wyniki widzimy, »e zasy relaksaji w obu komorah s¡ równe,

zatem i±nienie w jednakowym zasie osi¡ga stan równowagi w aªej przestrzeni badanego

ukªadu. Rozmiar otworu w ±ianie oddzielaj¡ej podukªady ma wpªyw na proes wyrówny-

wania i±nienia. Rysunek 2.3 przedstawia wykres zmian i±nienia w lewej komorze dla

ró»nyh szeroko±i wyrwy. Wraz ze wzrostem szeroko±i L otworu zas relaksaji ukªadu

maleje; nast�puje gwaªtowniejszy spadek i±nienia, któremu towarzysz¡ pojawiaj¡e si�
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Izotropowo±¢
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Rysunek 2.3: Wykres zmian i±nienia w lewej komorze dla ró»nyh warto±i szeroko±i L.
Model FHP-III.

osylaje, które malej¡ wraz ze wzrostem zasu symulaji. Osylaje te mo»na tªumazy¢

fal¡ uderzeniow¡ pojawiaj¡¡ si� przy du»yh gradientah i±nienia.

Ostatnim etapem do±wiadzenia byªo powtórzenie symulaji dla tyh samyh warunków

poz¡tkowyh z u»yiem modelu FHP-I. Otrzymany zas relaksaji wynosi

τ ′′ = 2.2 · 103 ± 27,

zatem jest mniejszy od warto±i uzyskanyh dla modelu FHP-III. Szybsze osi¡ganie

równowagi przez gaz FHP-I mo»emy tªumazy¢ znaznie skromniejszym zbiorem reguª

kolizji de�niuj¡ym ten model, a o za tym idzie - wi�ksz¡ lepko±i¡. Warto jednak

zauwa»y¢, »e przy tak du»ej ró»niy udziaªu reguª kolizji w±ród wszystkih mo»liwyh

stanów (FHP-I: 8%, FHP-III: 59% - tabela 1.2), zas relaksaji jest mniejszy tylko o

13%.

2.3 Izotropowo±¢

Opisanie modelu HPP na siei kwadratowej niesie ze sob¡ konsekwenj� w postai braku

izotropowo±i � fala d¹wi�kowa porusza si� szybiej wzdªu» wektorów siei.

Rysunek 2.4 ilustruje eksperyment, w którym w ukªadzie o rozmiarze D = 500× 500j.s.,
wypeªnionym pªynem opisywanym modelem HPP o g�sto±i ρ = 0.4, utworzono koªo

g�sto upakowanyh z¡stek (ρ = 1) o promieniu r = 50j.s.. W trakie ewoluji ukªadu

�zag�szzenie� z¡stek przemieszza si� tworz¡ r¡b, którego przek¡tne pokrywaj¡ si� z

wektorami siei modelu HPP. Na rysunku 2.5 pokazano dodatkowo, jak zmienia si� g�s-

to±¢ z¡stek w funkji odlegªo±i od ±rodka ukªadu wzdªu» kierunku Ox b�d¡ym jednym
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Izotropowo±¢

t = 0 t = 80 t = 280 t = 410

Rysunek 2.4: Rozhodzenie si� fali d¹wi�kowej w modelu HPP.

z kierunków siei modelu oraz kierunku nahylonego o k¡t α = 45o
do osi Ox. Dane do

wykresu pobrano w 200 kroku symulaji. Wida¢ wyra¹nie, »e maksimum zag�szzenia

z¡stek porusza si� szybiej w kierunku poziomym ni» sko±nym, zatem preferowanymi

kierunkami rozhodzenia si� fali d¹wi�kowej s¡ kierunki siei u»yte w modelu.
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Rysunek 2.5: Zmiana g�sto±i wraz ze wzrostem odlegªo±i od ±rodka ukªadu wzdªu»

kierunku poziomego i sko±nego dla modelu HPP (t = 200).

Kolejnym etapem eksperymentu byªo sprawdzenie, zy sie¢ trójk¡tna zastosowana

w modelu FHP-III niweluje opisan¡ powy»ej wad�: ten sam ukªad, który posªu»yª do

zbadania modelu HPP, zostaª wypeªniony pªynem z zastosowaniem reguª kolizji FHP-III

(g�sto±¢ ρ = 0.4). Nast�pnie w ±rodku ukªadu utworzono koªo z¡stek stajonarnyh. Tak

jak poprzednio promie« koªa wynosiª r = 50j.s. oraz g�sto±¢ zawartyh w nim z¡stek

ρ = 1.
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Izotropowo±¢

Ewoluj� ukªadu ilustruje rysunek 2.6: zoªo fali powstaªej w wyniku oddziaªywania

zbioru z¡stek stajonarnyh z pªynem w ukªadzie stanowi okr¡g, zatem badaj¡ model

FHP-III nie mo»na stwierdzi¢, jakie posiada wektory siei opieraj¡ si� tylko na gra�znej

analizie wyników symulaji. Wykres zmian g�sto±i wraz z odlegªo±i¡ od ±rodka ukªadu

zostaª przedstawiony na rysunku 2.7. Badanymi kierunkami byªy: pion oraz poziom,

który jest jednym z kierunków wektorów siei modelu. Wykres pokazuje, i» g�sto±¢

zmienia si� jednakowo dla obu kierunków, o potwierdza izotropowo±¢ modelu.

t = 0 t = 190 t = 250 t = 310

Rysunek 2.6: Rozhodzenie si� fali d¹wi�kowej w modelu FHP-III.
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Rysunek 2.7: Zmiana g�sto±i wraz ze wzrostem odlegªo±i od ±rodka ukªadu wzdªu»

kierunku poziomego (jeden z kierunków siei modelu) i pionowego dla modelu FHP-III

(t = 200 krok).
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Przepªyw Poiseuille'a

2.4 Przepªyw Poiseuille'a

Jednokierunkowy przepªyw pªynu przez kanaª pªaski jest jednym z niewielu zagadnie«

hydrodynamiznyh posiadaj¡yh dokªadne rozwi¡zanie analityzne. Zagadnienie to

jest podstawowym testem wielu modeli hydrodynamiznyh. Celem testu jest z reguªy

sprawdzenie poprawno±i implementaji modelu jak równie» zbadanie poprawno±i samego

modelu w prostym zagadnieniu �zyznym.

2.4.1 Analityzne rozwi¡zanie pªaskiego przepªywu Poiseuille'a

Przepªyw nazywamy jednokierunkowym, gdy pole pr�dko±i w takim przepªywie ma

wyró»niony kierunek (Ox), do którego wektory pr�dko±i s¡ równolegªe w ka»dym punkie [14℄:

vx = v(x, y, z, t), vy ≡ 0, vz ≡ 0. (2.3)

Zaªó»my ponadto, i» pªyn jest nie±i±liwy, zatem z warunku i¡gªo±i wynika:

∂vx

∂x
= 0, (2.4)

wi�:

vx = v(y, z, t). (2.5)

Uwzgl�dniaj¡ powy»sze warunki równanie trójwymiarowe Naviera-Stokesa dla kierunku

Ox upraszza si� do postai:

∂v

∂t
− ν

(

∂2v

∂y2
+

∂2v

∂z2

)

= −
1

ρ

dp

dx
, (2.6)

gdzie ν jest lepko±i¡ kinematyzn¡ pªynu, ρ g�sto±i¡, natomiast dp/dx oznaza gradient

i±nienia wzdªu» kierunku x.

Rysunek 2.8: Przepªyw Poiseuille'a przez kanaª pªaski.

Nieh lepki pªyn wypeªnia obszar pomi�dzy dwiema równolegªymi pªaszzyznami y1 =
0 i y2 = h - kanaª pªaski (rys. 2.8). Przepªyw pªynu w kanale jest ustalony (nie zmienia
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Przepªyw Poiseuille'a

si� w zasie) i laminarny, tzn. elementy iezy pªynu przemieszzaj¡ si� w pªaszzyznah

równolegªyh do pªaszzyzn y1 i y2, zatem vx = v(y), vy ≡ 0, vz ≡ 0 Przy pomini�iu

siª masowyh przepªyw mo»e by¢ wywoªany i podtrzymywany poprzez istnienie staªego

gradientu i±nienia ∆p/∆x. Równanie Naviera-Stokesa (2.6) przybiera teraz posta¢:

d2v

dy2
=

1

µ

∆p

∆x
, µ = ν·, ρ (2.7)

gdzie µ oznaza lepko±¢ dynamizn¡. Ogólne rozwi¡zanie równania (2.7) przyjmuje

posta¢:

v(y) =
1

2µ

∆p

∆x
y2 + C1y + C2. (2.8)

Uwzgl�dniaj¡ warunki brzegowe bez po±lizgu (v(0) = 0 i v(h) = 0) mo»emy oblizy¢

staªe C1 i C2:

C1 = −
1

2µ

∆p

∆x
h, C2 = 0. (2.9)

Uzyskany pro�l pr�dko±i v(y)

v(y) = −
1

2µ

∆p

∆x
y (h − y) , (2.10)

jest parabolizny.

Otrzymanie pro�lu pr�dko±i v(y) metod¡ symulaji komputerowej pozwala na podstawie

wzoru (2.10) okre±li¢ lepko±¢ kinematyznej modelu i porówna¢ j¡ z warto±i¡ wynikaj¡¡

z równania (1.21).

2.4.2 Symulaja przepªywu przez kanaª pªaski

W elu wykonania symulaji utworzony zostaª kanaª o wysoko±i L = 84j.s. i dªugo±i
L′ = 480j.s. (rys. 2.9).

Rysunek 2.9: Kanaª pªaski. Zaznazone obszary in, out przedstawiaj¡ kolejno wpªyw i

wypªyw pªynu. Linie przerywane (punkty a i b) okre±laj¡ obszar, w którym dokonywano

pomiarów podzas symulaji.

Warunki wpªywu i wypªywu zrealizowano poprzez utworzenie dwóh podukªadów o wymi-

arah 12 × 84j.s., w któryh w ka»dym kroku symulaji ustalano g�sto±¢ pªynu tak, aby
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Przepªyw Poiseuille'a

ρin > ρout, o wykorzystuj¡ wzór (1.21) pozwala okre±li¢ gradient i±nienia ∆p/∆x w

ukªadzie. Punkty a i b le»¡e na osi Ox okre±laj¡ obszar o dªugo±i L′

pomiar = 240j.s.,
w którym dokonywano pomiarów. Powierzhni� kanaªu podzielono wzdªu» wysoko±i

na 14 pasów (ka»dy o wymiarze 240 × 6j.s.), dla któryh oblizano ±redni¡ pr�dko±i

pªynu (1.21). U±rednienia pr�dko±i dokonywano po upªyni�iu 6000 kroków symulaji

poz¡wszy od momentu t0 = 3000. Czas t0 wyznazono stosuj¡ kryterium zbie»no±i [18℄:

c(t) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

x

|v(x, t)|

∑

x

|v(x, t + 150)|
− 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

< 10−1
(2.11)

Na rysunku 2.10 widzimy, »e funkja c(t) → 0, gdy t → ∞. Kryterium zbie»no±i (2.11)

speªnione jest dla t ≥ 3000.
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Rysunek 2.10: Wykres funkji kryterium zbie»no±i c(t) dla jednego z przepªywów

Poiseuille'a. Za punkt osi¡gni�ia równowagi przez ukªad wybrano t0 = 3000, gdzie
c(t > t0) ≈ 0.

Pierwszym etapem symulaji byªo sprawdzenie, zy zadany poprzez ró»ni� g�sto±i gra-

dient i±nienia jest staªy w badanym ukªadzie. Dokonano tego poprzez zbadanie zmi-

any warto±i g�sto±i z¡stek wzdªu» osi Ox. Wykres,wykonany dla g�sto±i ρ = 0.669,
przedstawiony na rysunku 2.11 ilustruje, i» zmiana g�sto±i ma harakter liniowy, zatem

gradient i±nienia jest staªy w badanym ukªadzie.

Kolejnym krokiem do±wiadzenia byªo otrzymanie pro�li pr�dko±i pªynu wzdªu» sze-

roko±i kanaªu. Wyniki, otrzymane z u»yiem ró»nyh gradientów i±nie« dla ka»dego z

przypadków, zostaªy umieszzone na wspólnym wykresie zale»no±i pr�dko±i pªynu od

wysoko±i kanaªu (rys. 2.12): wida¢ wyra¹nie parabolizny harakter pro�li pr�dko±i.
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Przepªyw Poiseuille'a
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Rysunek 2.11: Wykres zmian g�sto±i wzdªu» osi Ox badanego ukªadu dla ±redniej g�sto±i

z¡stek ρ = 0.669.

Tablia 2.1 przedstawia parametry badanyh przepªywów, jak równie» otrzymane wyniki

lepko±i. Zgodno±¢ otrzymanyh warto±i lepko±i kinematyznyh z warto±iami teorety-

znymi (wzor2rozdz) przy niepewno±i wzgl�dnej ∆ν = |(νsym − νteor)/νteor| na poziomie

3 ∼ 5% pokazuje, »e model zostaª poprawnie zaimplementowany.

ρ ∆p/∆x νsim νtheor ∆ν
0.669 7.9 · 10−4 0.320 0.334 0.042
1.376 5.6 · 10−4 0.156 0.151 0.033
2.086 4.5 · 10−4 0.104 0.099 0.051

Tablia 2.1: Warto±i parametrów (ρ - ±rednia g�sto±¢ z¡stek, d - ±rednia g�sto±¢ na

kierunek, ∆p/∆x - gradient i±nienia) u»ytyh w symulaji.
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Przepªyw Poiseuille'a
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Rysunek 2.12: Pro�le pr�dko±i przepªywu Poiseuille'a. Wykres ilustruje ih parabolizny

harakter dla trzeh badanyh warto±i g�sto±i z¡stek.
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Rozdziaª 3

Przepªyw przez o±rodki porowate i

prawo Dary'ego

3.1 Wst�p

W 1896 roku H. Dary badaª przepªyw wody przez pionowe �ltry wypeªnione piaskiem

b�d¡e elementami fontann wybudowanyh w mie±ie Dijon we Franji. Na podstawie

swoih eksperymentów stwierdziª, i» tempo przepªywu (obj�to±¢ iezy w jednoste zasu)

Q jest proporjonalne do powierzhni przekroju A badanego �ltra i gradientu i±nienia

∇P , odpowiedzialnego za ten przepªyw:

Q = −KA∇P, (3.1)

gdzie staªa proporjonalno±i K nazywana jest wspóªzynnikiem przewodnitwa hydrody-

namiznego. �redni¡ pr�dko±¢ pªynu przepªywaj¡ego przez substanj� porowat¡ mo»emy

wyrazi¢ jako:

v =
Q

φA
=

q

φ
= −

K

φ
∇P, (3.2)

gdzie q oznaza strumie« przepªywu, a φ jest wspóªzynnikiem porowato±i. Porowato±¢

oblizamy ze wzoru:

φ =
Vp

Vu

= 1 −
Vr

Vu

, (3.3)

gdzie Vp oznaza aªkowit¡ obj�to±¢ (powierzhnie w przypadku dwuwymiarowym) porów,

Vr - obj�to±¢ przeszkód oraz Vu - obj�to±¢ badanego ukªadu. Równania (3.1) i (3.2) nazy-

wamy prawem Dary'ego [12℄[18℄.

Celem niniejszego rozdziaªu jest pokazanie, »e prawo Dary'ego jest speªnione dla

przepªywu pªynu opisanego modelem FHP-III przez substanj� porowat¡. Realizaja

eksperymentalnego dowodu zostanie przeprowadzona w dwóh etapah: w pierwszym

powtórzone zostanie do±wiadzenie K. Balasubramaniana, F. Hayota i W. F. Saama,

w którym pokazano wpªyw rozpraszazy w ukªadzie na pro�l Poiseuille'a, natomiast w

drugim etapie zostanie pokazany jawny wpªyw zmiany gradientu i±nienia na ±redni¡

pr�dko±¢ pªynu.
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Przepªyw Poiseuille'a w ukªadzie z rozpraszazami

3.2 Przepªyw Poiseuille'a w ukªadzie z rozpraszazami

W do±wiadzeniu maj¡ym na elu pokazanie, »e jest mo»liwe wyprowadzenie dla mod-

elu FHP-III prawa Dary'ego, powtórzono symulaj� przepªywu pªynu przez kanaª pªaski

umieszzaj¡ na drodze pªynu przeszkody w postai pojedynzyh z¡stek materii. Kon-

takt z¡stki pªynu z przeszkod¡ ograniza si� do zmiany kierunku pr�dko±i z¡stki

na przeiwny (warunek brzegowy bez po±lizgu). W badanym ukªadzie umieszzono

losowo Ns = 400, 600 oraz 800 przeszkód, o stanowi kolejno 2%, 3% i 4% powierzhni

kanaªu. Pro�le pr�dko±i przepªywu (rys. 3.1) zostaªy otrzymane poprzez u±rednie-

nie wyników z 30 symulaji z ró»nym rozstawieniem przeszkód przy staªym gradienie

i±nienia ∇P = 3, 22 · 10−2
.

0.010

0.015

0.020

0.025

0.030

0.035

0.040

0.045

0.050

0.060

0 2 4 6 8 10 12 14

v
(y
)

y

Ns = 800
Ns = 600
Ns = 400

Rysunek 3.1: Pro�l pr�dko±i w kanale z przeszkodami.

Widzimy, »e wraz ze wzrostem lizby rozpraszazy pro�l Poiseuille'a ulega spªaszzeniu.

Balasubramanian, Hayot i Saam zaproponowali rozwi¡zanie równania Naviera�Stokesa,

które opisuj� przedstawion¡ zale»no±¢ funkji pr�dko±i pªynu od wysoko±i kanaªu [BAL℄:

v(y) = −
1

α

1

ρ

∆p

∆x

[

1 −
cosh[r(y − L/2)]

cosh[rL/2]

]

(3.4)

gdzie staªa α jest wprost proporjonalna do g�sto±i rozpraszazy (α = 2ρs) i r =
√

α/ν.
Gdy α zmierza do zera, funkja pr�dko±i (3.4) redukuje si� do wzoru (3.2).

Uzyskany pro�l pr�dko±i dla Ns = 800 rozpraszazy nie jest pªaski tylko w obszarah

le»¡yh przy powierzhniah ogranizaj¡yh kanaª. W pozostaªym obszarze pr�dko±¢
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Zale»no±¢ ±redniej pr�dko±i iezy od przyªo»onego gradientu i±nienia w o±rodku porowatym

iezy jest staªa i wyra»a si� wzorem:

v(y) = −
1

ρα

∆p

∆x
, (3.5)

jest zatem proporjonalna tylko do gradientu i±nienia ∇P i wspóªzynnika K/φ = 1/ρα,
o stanowi tre±¢ prawa Dary'ego (3.2).

3.3 Zale»no±¢ ±redniej pr�dko±i iezy od przyªo»onego

gradientu i±nienia w o±rodku porowatym

Wzór (3.5) opisuje liniow¡ zale»no±¢ pr�dko±i iezy przepªywaj¡ej przez substanj�

porowat¡ od warto±i gradientu i±nienia. W elu zbadania tej zale»no±i dla pªynu

opisanego modelem FHP-III, po raz kolejny zostaªo powtórzone do±wiadzenie przepªywu

iezy przez kanaª pªaski. Dla zadanej lizby rozpraszazy (Ns = 400, 600 i 800) w

ukªadzie, zmierzono warto±i ±redniej pr�dko±i pªynu v dla gradientu i±nienia ∇P z

przedziaªu od 0.3·10−2
do 0.3·10−1

. Rysunek 3.2 przedstawia otrzymane harakterystyki.
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Rysunek 3.2: Linowa zale»no±¢ ±redniej pr�dko±i iezy od warto±i gradientu i±nienia.

Zgodnie z ozekiwaniami ±rednia pr�dko±¢ pªynu ro±nie w sposób liniowy wraz ze wzrostem

gradientu i±nienia. Zauwa»amy równie», »e szybko±¢ zmiany pr�dko±i zale»y od ilo±i

wyst�puj¡yh w ukªadzie rozpraszazy. Tablia 3.1 przedstawia otrzymane warto±i

wspóªzynników prawa Dary'ego.

24



Wizualizaja przepªywu przez materiaª porowaty

Ns K/φ φ K
400 1.28 0.98 1.25

600 0.87 0.97 0.85

800 0.58 0.96 0.56

Tablia 3.1: Warto±i wspóªzynników prawa Dary'ego w zale»no±i od lizby rozprasza-

zy.

3.4 Wizualizaja przepªywu przez materiaª porowaty

W ukªadzie o rozmiarze 256× 256j.s. umieszzono losowo kwadratowe przeszkody o dªu-

go±i boku a = 16j.s. w taki sposób, »e porowato±¢ ukªadu wyniosªa φ = 85%. Przez tak

zde�niowany ukªad przepuszzono pªyn opisany modelem FHP-III o pr�dko±i zadanej

gradientem i±nienia ∇P = 2, 8 · 10−3
.

t = 750

t = 1000

t = 1250

Rysunek 3.3: Przepªyw pªynu opisanego modelem FHP-III przez makroskopowy materiaª

porowaty. Ciez pªynie z prawej strony do lewej. Ciemniejszy kolor oznaza wi�ksz¡

pr�dko±¢ pªynu.

Na rysunku 3.4 widzimy etapy powstawania preferowanyh przez iez kanaªów przepªywu.
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Wizualizaja przepªywu przez materiaª porowaty

W zasie t = 1250 nast�puje równowaga hydrodynamizna � powstaªe kanaªy nie zmieni-

aj¡ si� w zasie. U»yta metoda wizualizaji (przedstawianie wektorów pr�dko±i jako

strzaªki o dªugo±i proporjonalnej do szybko±i iezy) pozwala okre±li¢ miejsa, w

któryh iez pªynie wolniej b¡d¹ szybiej. U»yie bardziej wyra�nowanyh sposobów

wizualizaji np. metody Line Integral Convolution (opisanej w Dodatku B) umo»liwia

zaobserwowanie lini pr¡dów pªynu oraz towarzysz¡yh przepªywowi wirów. Rysunek 3.4

przedstawia przykªad wizualizaji przepªywu metod¡ LIC. Zauwa»amy powstanie dwóh

wyra¹nyh kanaªów przepªywu, w któryh iez pªynie szybiej (kolor ja±niejszy).

Rysunek 3.4: Wizualizaja przepªywu pªynu z wykorzystaniem metody LIC. Kolor

ja±niejszy oznaza wi�ksz¡ pr�dko±¢ przepªywu.

Przedstawione w tej sekji (jak równie» w pozostaªyh z�±iah pray) ilustraj� przepªywu

zostaªy otrzymane w autorskih programah komputerowyh pisanyh w j�zyku C# przy

pomoy bibliotek .NET 2.0, Tao OpenGL i ±rodowiska programistyznego Visual Studio

.NET 2005 �rmy Mirosoft.
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Rozdziaª 4

Podsumowanie

Celem zaprezentowanej pray byªo przedstawienie idei modelu gazu sieiowego (rozdziaª

pierwszy) oraz pokazanie praktyznyh mo»liwo±i tej teorii na przykªadzie modelu FHP-

III (rozdziaª drugi i trzei).

Podzas badania zjawiska wyrównywania i±nienia w ukªadzie okazaªo si�, »e pro-

es ten mo»na opisa¢ funkj¡ eksponenjaln¡, o umo»liwiªo oblizenie zasu relaksaji

i±nienia. Porównuj¡ otrzymany rezultat z analogiznym wynikiem uzyskanym dla mod-

elu FHP-I (posiadaj¡ego skromniejszy zbiór reguª kolizji) okazaªo si�, »e i±nienie w

modelu FHP-III wolniej dohodzi do stanu równowagi.

Badaj¡ rozhodzenie si� fali d¹wi�kowej w pªynah opisywanyh kolejno modelami

HPP i FHP pokazano, »e sie¢ trójk¡tna w przeiwie«stwie do kwadratowej (przy reguªah

kolizji dotyz¡yh tylko najbli»szyh s¡siadów) zapewnia izotropowo±¢ modelu. Wynik

ten osi¡gni�to poprzez zbadanie zale»no±i ±redniej g�sto±i z¡stek w funkji odlegªo±i

od epientrum fali d¹wi�kowej dla obu badanyh modeli.

Podzas symulowania pªaskiego przepªywu Poiseuille'a udaªo si� pokaza¢, »e g�sto±¢

(oraz i±nienie) iezy, której przepªyw jest wynikiem przyªo»onego gradientu i±nienia,

zmienia si� liniowo wzdªu» dªugo±i kanaªu. Otrzymane podzas eksperymentu warto±i

lepko±i kinematyznej nie odbiegaªy od warto±i analityznyh wynikaj¡yh ze wzoru

(1.21), o potwierdziªo nie tylko poprawn¡ implementaj� modelu, ale równie» zdolno±¢

modelu FHP-III to symulowania pewnyh hydrodynamiznyh zjawisk �zyznyh.

Ostateznie w rozdziale trzeim pokazano, »e symulowane modelem FHP-III przepªywu

pªynu przez substanje porowate speªniaj¡ prawo Dary'ego.

W opisanyh powy»ej do±wiadzeniah ani razu nie istniaªa potrzeba numeryznego

rozwi¡zywania równa« Naviera-Stokesa � wszystkie wyniki uzyskano stosuj¡ model au-

tomatu komórkowego, którego ewoluja (jak to opisano w rozdziale pierwszym) opiera si�

na dyskretnym zbiorze reguª speªniaj¡yh tylko pewne z góry okre±lone zaªo»enia. Jest

to niew¡tpliwie dowód na to, »e idea von Neumanna wprowadziªa now¡ jako±¢ i metody

opisu rzezywisto±i, w któryh podstawowym dogmatem jest prostota de�niji. Zalet¡

modelu FHP-III nie jest to, »e istnieje dla niego pewien obszar zastosowa«, lez fakt i»

jest punktem wyj±ia do innyh, lepiej opisuj¡yh rzezywisto±¢ modeli - lez to ju» jest

temat na kolejn¡ pra�...
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Dodatek A

Algorytm modelu FHP-III

A.1 Algorytm modelu LGCA

Ewoluj� [7℄ ξ w modelu gazu sieiowego mo»emy zapisa¢ w postai zªo»enia dwóh oper-

atorów: kolizji ζ i przesuni�ia φ. Lokalnie kolizja dotyzy tylko z¡stek gazu zmierzaj¡-

yh do wspólnego w�zªa, natomiast przesuni�ie odpowiada za zmian� stanu wszystkih

najbli»szyh s¡siadów (NN - Nearest Neighbour) danego w�zªa:

ξ = φ ◦ ζ. (A.1)

Dwukrotne zadziaªanie operatorem ζ na w�zeª nie powoduje zmiany jego stanu:

ζ2 = I. (A.2)

gdzie I jest operatorem to»samo±i.

Mo»liwo±¢ rozªo»enia operatora ewoluji na elementy skªadowe (A.1) pozwala na u»yie tej

samej idei w implementaji gazu sieiowego: metoda odpowiedzialna za wykonanie kroku

zasowego automatu powoduje wywoªanie dwóh pod-metod odpowiedzialnyh kolejno

za kolizj� i przesuni�ie, z któryh ka»da zmienia stan wszystkih komórek w ukªadzie

(rys. A.1).

Rysunek A.1: Diagram metody odpowiedzialnej za ewoluj� modelu.
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Algorytm modelu LGCA

Model gazu sieiowego reprezentuje stany swoih w�zªów w postai etykiet (lizb aªkow-

ityh), zatem operatory kolizji i przesuni�ia ogranizaj¡ si� tylko do zmiany tyh lizb.

Reguªy kolizji harakterystyzne dla ka»dego rodzaju gazu LGCA zapami�tywane s¡

w tabliy lizb aªkowityh C[], która ka»demu indeksowi (warto±¢ w�zªa przed kolizj¡)

przypisuj� now¡ warto±¢ wynikaj¡¡ bezpo±rednio z zasad kolizji (w przypadku gdy kolizja

nie zahodzi, tablia zwraa warto±¢ indeksu):

C[n(x)] = n(x) + ∆. (A.3)

W przypadku, gdy wynikiem kolizji jest jeden z dwóh równoprawdopodobnyh stanów

(FHP-II, FHP-III), stosuj� si� tabli� dwuwymiarow¡ o dwóh wierszah, z któryh ka»dy

zawiera osobne de�nije reguª. Przypisanie nowej warto±¢ do w�zªa poprzedzone jest

losowaniem numeru wiersza:

r = Random(0, 1)

C[r, n(x)] = n(x) + ∆[r]. (A.4)

Powy»sze operaje wykonuj¡ si� tylko wtedy, gdy wybrany w�zeª nie jest zde�niowany

jako przeszkoda. W przeiwnym wypadku nowy stan w�zªa okre±lany jest na podstawie

warunków brzegowyh (z po±lizgiem, bez po±lizgu lub innyh) - rys. A.2.

Rysunek A.2: Algorytm kolizji.
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Kod ¹ródªowy modelu gazu sieiowego FHP-III

Operator translaji przesuwa z¡stk� z danego w�zªa do najbli»szego s¡siada wzdªu»

wektora pr�dko±i tej z¡stki. Zadanie to realizuje si� poprzez zastosowanie operatorów

bitowyh | i & dla ka»dego najbli»szego s¡siada:

n(x + ck) | = (2k & n(x)) (A.5)

gdzie k = 0, .., NN − 1.

A.2 Kod ¹ródªowy modelu gazu sieiowego FHP-III

Poni»sze fragmentu kodu zostaªy napisane w j�zyku C# i nie stanowi¡ samodzielnej

aplikaji. Przedstawiona implementaja klasy dla modelu FHP-III nie uwzgl�dnia m.in

warunków poz¡tkowyh oraz yklizny warunków brzegowyh.

private int NodesTable [ , ℄ ; // t a b l i  a w�zªów automatu komórkowego

private int BoundryTable [ , ℄ ; // t a b l i  a przes zkód

private Random rand = new Random ( ) ; // genera tor l i  z b losowyh

private int [ , ℄ C = { // t a b l i  a z reguªami k o l i z j i

{

0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 66 , 6 , 7 , 8 , 36 , 68 , 38 , 12 , 74 , 14 , 15 ,

16 , 96 , 9 , 98 , 72 , 42 , 13 , 102 , 24 , 52 , 84 , 45 , 28 , 90 , 30 , 110 ,

32 , 33 , 65 , 35 , 18 , 19 , 69 , 39 , 80 , 81 , 21 , 83 , 26 , 54 , 77 , 87 ,

48 , 49 , 41 , 51 , 104 , 105 , 27 , 107 , 56 , 57 , 116 , 117 , 60 , 122 , 93 , 63 ,

64 , 34 , 5 , 67 , 10 , 11 , 70 , 71 , 20 , 100 , 22 , 23 , 76 , 86 , 78 , 79 ,

40 , 50 , 73 , 101 , 44 , 106 , 46 , 47 , 88 , 58 , 108 , 109 , 92 , 62 , 94 , 95 ,

17 , 97 , 37 , 99 , 82 , 43 , 75 , 103 , 25 , 114 , 85 , 55 , 29 , 118 , 31 , 111 ,

112 , 113 , 53 , 115 , 89 , 59 , 91 , 119 , 120 , 121 , 61 , 123 , 124 , 125 , 126 , 127

} ,

{

0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 66 , 6 , 7 , 8 , 18 , 68 , 69 , 12 , 22 , 14 , 15 ,

16 , 96 , 36 , 37 , 72 , 42 , 74 , 75 , 24 , 104 , 44 , 54 , 28 , 108 , 30 , 110 ,

32 , 33 , 65 , 35 , 9 , 98 , 11 , 39 , 80 , 50 , 21 , 101 , 84 , 27 , 86 , 87 ,

48 , 49 , 81 , 51 , 25 , 114 , 45 , 107 , 56 , 57 , 89 , 117 , 60 , 122 , 93 , 63 ,

64 , 34 , 5 , 67 , 10 , 38 , 70 , 71 , 20 , 82 , 13 , 102 , 76 , 46 , 78 , 79 ,

40 , 41 , 100 , 43 , 26 , 106 , 77 , 47 , 88 , 116 , 29 , 118 , 92 , 62 , 94 , 95 ,

17 , 97 , 19 , 99 , 73 , 83 , 23 , 103 , 52 , 53 , 85 , 55 , 90 , 91 , 31 , 111 ,

112 , 113 , 105 , 115 , 58 , 59 , 109 , 119 , 120 , 121 , 61 , 123 , 124 , 125 , 126 , 127

}

} ;

W powy»szym listingu przedstawiono jawn¡ posta¢ tabliy kolizji C. Zakªadamy, »e

tablie zawieraj¡e w�zªy automaty (NodesTable) i przeszkody(BoundryTable) s¡ ju»

wypeªnione.

publi void Evo lu t i onCo l l i s i onS t ep ( ) // operator k o l i z j i

{

var a f t e r C o l l i s i o n = new int [ GasSize .Width , GasSize . Height ℄ ;

for (var i = 0 ; i < GasSize .Width ; i++)

{

for (var j = 0 ; j < GasSize . Height ; j++)

{

i f ( BoundryTable [ i , j ℄ == 0) // k o l i z j a  z ¡ s t e k

a f t e r C o l l i s i o n [ i , j ℄ = C[ rand . Next ( 2 ) , NodesTable [ i , j ℄ ℄ ;

else // k o l i z j a z przes zkod¡ ( bez p o ± l i z g u )

{

a f t e r C o l l i s i o n [ i , j ℄ |= ( (1 & NodesTable [ i , j ℄ ) << 3 ) ;
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Kod ¹ródªowy modelu gazu sieiowego FHP-III

a f t e r C o l l i s i o n [ i , j ℄ |= ( (2 & NodesTable [ i , j ℄ ) << 3 ) ;

a f t e r C o l l i s i o n [ i , j ℄ |= ( (4 & NodesTable [ i , j ℄ ) << 3 ) ;

a f t e r C o l l i s i o n [ i , j ℄ |= ( (8 & NodesTable [ i , j ℄ ) >> 3 ) ;

a f t e r C o l l i s i o n [ i , j ℄ |= ( (16 & NodesTable [ i , j ℄ ) >> 3 ) ;

a f t e r C o l l i s i o n [ i , j ℄ |= ( (32 & NodesTable [ i , j ℄ ) >> 3 ) ;

}

}

}

NodesTable = a f t e r C o l l i s i o n ;

}

Metoda EvolutionCollisionStep jest odpowiedzialna za kolizj� z¡stek z przeszkodami

jak równie» z innymi z¡stkami. Dla ka»dego w�zªa oblizany jest nowy stan, który

zapisywany jest w tabliy tymzasowej afterCollision. Po uaktualnieniu stanów wszyst-

kih w�zªów zawarto±¢ tabliy tymzasowej staje si� zawarto±i¡ tabliy w�zªów automatu

komórkowego.

publi void Evo lut ionTrans la t i onStep ( ) // operator p r z e sun i �  i a

{

var a f t e rT ran s l a t i on = new int [ GasSize .Width , GasSize . Height ℄ ;

var boundryTable = BoundryTable ;

for (var i = 0 ; i < GasSize .Width ; i++)

{

for (var j = 0 ; j < GasSize . Height ; j++)

{ // d la ka»dego n a j b l i » s z e g o s¡s iada :

var z = ( j − 1) % 2 ;

a f t e rT ran s l a t i o n [ i + z , j + 1 ℄ |= (1 & NodesTable [ i , j ℄ ) ;

a f t e rT ran s l a t i o n [ i + 1 , j ℄ |= (2 & NodesTable [ i , j ℄ ) ;

a f t e rT ran s l a t i o n [ i + z , j − 1 ℄ |= (4 & NodesTable [ i , j ℄ ) ;

a f t e rT ran s l a t i o n [ i − 1 + z , j − 1 ℄ |= (8 & NodesTable [ i , j ℄ ) ;

a f t e rT ran s l a t i o n [ i − 1 , j ℄ |= (16 & NodesTable [ i , j ℄ ) ;

a f t e rT ran s l a t i o n [ i − 1 + z , j + 1 ℄ |= (32 & NodesTable [ i , j ℄ ) ;

a f t e rT ran s l a t i o n [ i , j ℄ |= (64 & NodesTable [ i , j ℄ ) ;

}

}

NodesTable = a f t e rTran s l a t i on ;

}

Przesuni�ie z¡stek gazu sieiowego realizowane jest w metodzieEvolutionTranslationStep.
Dla ka»dego w�zªa o indeksah i, j aktualizowane s¡ stany jego sze±iu s¡siadów oraz jego

samego. Zadaniem zmiennej z jest umo»liwienie wskazania s¡siadów wzdªu» wektorów

siei trójk¡tnej automatu komórkowego.
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Dodatek B

Wizualizaja pól wektorowyh

B.1 Wizualizaja pól wektorowyh metod¡ Line Inte-

gral Convolution

Symulaje komputerowe przepªywu pªynów harakteryzuj¡ si� tym, »e bardzo z�sto

wynikami ko«owymi (lub po±rednimi) s¡ pola skalarne (np. g�sto±i, i±nienia) i wek-

torowe (pola pr�dko±i). Jednym z najprostszyh sposobów wizualizaji pól skalarnyh

jest reprezentaja ka»dej warto±i w postai koloru, którego nasyenie zale»y wprost od tej

warto±i. W przypadku pól wektorowyh problem jest bardziej skomplikowany: opróz

warto±i dªugo±i wektora nale»y pokaza¢ równie» jego nahylenie. Mo»na tego dokona¢

poprzez zilustrowanie pola wektorowego jako zbiór strzaªek, z któryh ka»da przyporz¡d-

kowana jest jednemu wektorowi z pola (rys. B.1).

Rysunek B.1: Wizualizaja pola wektorowego za pomo¡ strzaªek. Obraz przedstawia

przeszkod� opªywan¡ przez iez z dwóh kierunków.

W przypadku zastosowania powy»szej metody do gra�znej reprezentaji pól pr�dko±i

pªynu pojawia si� pewne, istotne ogranizenie: niemo»liwe jest zilustrowanie strug pªynu.

Metoda Line Integral Convolution (LIC) zostaªa zaprezentowana przez B. Cabral'a i

L. Leedom'a w 1993 roku . Ze wzgl�du na swoj¡ efektywno±¢ i jako±¢ otrzymywanyh

obrazów bardzo szybko znalazªa swoje miejse w wizualizaji wyników naukowyh [15℄.
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Wizualizaja pól wektorowyh metod¡ Line Integral Convolution

B.1.1 Algorytm LIC

Na podstawie pola wektorowego V i funkji szumu T (losowej tekstury w postai bitmapy)

LIC generuje obrazy przedstawiaj¡e krzywe, które w ka»dym punkie ilustruj¡ kierunki

wektorów z pola.

Algorytm metody polega na oblizeniu nasyenia (lub warto±i jednej ze skªadowej RGB)

koloru dla ka»dego wektora z pola wedªug nast�puj¡ego wzoru:

I(x0) =

∫ s0+L

s0−L

k(s − s0)T (σ(s))ds (B.1)

Funkja σ(s) reprezentuje strug� pªynu sparametryzowan¡ miar¡ ªukow¡ s. Warto±i σ(s)
wyznaza si� bezpo±rednio z pola wektorowego V stosuj¡ aproksymaj�, b¡d¹ metody

aªkuj¡e (np. Runge-Kutta) [16℄[17℄. Punkt x0 = σ(s0), L jest poªow¡ dªugo±i drogi

aªkowania, natomiast funkja k jest znormalizowan¡ (B.2) wag¡ (funkj¡ �ltru).

∫ s0+L

s0−L

k(s − s0)ds = 1 (B.2)

Caªka (B.1) mo»e by¢ uproszzona do postai dyskretnej:

I(x0) =
n

∑

i=−n

kiT (xi), xi = σ(s0 + iht) (B.3)

Warto±¢ ht reprezentuje odlegªo±¢ pomi�dzy dwoma punktami pomiarowymi. Analizuj¡

granie sumowania stwierdzamy, »e lizba punków, które musz¡ zosta¢ uwzgl�dnione dla

jednej warto±i x0, wynosi 2n + 1. Funkja �ltruj¡a zostaªa wybrana w nast�puj¡ej

postai:

ki =
1

2n + 1
,

n
∑

i=−n

ki = 1 (B.4)

W literaturze wzór (B.4) nosi nazw� Uniform Weighted Funtion (UWF). Rysunek B.2

przedstawia przykªadowe wizualizaj� pól wektorowyh, otrzymanyh podzas analizy

modelu gazu sieiowego FHP-III.
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Wizualizaja pól wektorowyh metod¡ Line Integral Convolution

Rysunek B.2: Wizualizaja pól pr�dko±i pªynu FHP-III za pomo¡ algorytmu LIC.

Rozmiar ukªadu wynosi 3056× 1024LU , rozmiar przeszkody 96× 288LU ±rednia g�sto±¢

ρ = 1.32, gradient i±nienia ∆p/∆x = 1.1 · 10−4
, dªugo±¢ krzywej aªkowania L = 30.

Dane do rysunków pobrano w 3000, 6000, i 9000 kroku symulaji.

Na rysunku B.3 zostaª przedstawiony wpªyw dªugo±i krzywej pr¡du L dla aªki (B.1);

wraz ze zwi�kszaniem si� dªugo±i krzywej linie pr¡du staj¡ si� bardziej wyra¹ne.

Rysunek B.3: Wizualizaja przepªywu pªynu

Wizualizaja pól wektorowyh nie jest jedynym zastosowaniem metody LIC: u»yie dowol-

nej bitmapy jako funkji szumu T w równaniu (B.1) spowoduje znieksztaªenie wej±-

iowego obrazu wzdªu» linii pr¡du wej±iowego pola wektorowego. To �odwrotne� u»yie

LIC jest wykorzystywane w gra�e komputerowej [15℄; dzi�ki tej metodzie mo»liwe jest

uzyskiwanie efektów rozmyia obrazu, ruhu, braku ostro±i. Rysunek B.4 przedstawia

mody�kaj� obrazu ryby [19℄ za pomo¡ pola wektorowego otrzymanego dla przepªywu

pªynu symulowanego modelem FHP-III.
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Wizualizaja pól wektorowyh metod¡ Line Integral Convolution

Rysunek B.4: Przykªady mody�kaji bitmapy za pomo¡ pola wektorowego pr�dko±i

pªynu. Uzyskane mody�kaje obrazu ryby zostaªy otrzymane poprzez zastosowanie wzoru

(B.1) dla nat�»enia ró»nyh skªadowyh RGB. T = 6000 i L = 30 dla pola wektorowego.
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