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Streszczenie

Komputerowe symulacje przeptywu ptynéw naleza do waznego obszaru badan fizyki kom-
puterowej, aerodynamiki, jak réwniez sa nieograniczonym zrodtem efektow wykorzysty-
wanych we wspolczesnym $wiecie rozrywki. Umiejetnosé zrozumienia praw fizyki rzadza-
cych przeptywami i wykorzystanie wciaz rosnacych mocy obliczeniowych komputerow
pozwalaja przewidywacé i odtwarza¢ zachowanie ptynnej materii. Celem niniejszej pracy
byto zbadanie mozliwo$ci modelu gazu sieciowego FHP-III — prostej idealizacji ptynu
opartej na zasadach dziatania automatow komoérkowych.

W rozdziale pierwszym przedstawiono swoista ewolucje modelu FHP-III: poczawszy
od idei automatu komoérkowego zaproponowanej przez J. von Neumanna, poprzez gaz
sieciowy oparty na sieci kwadratowej HPP, az do rodziny izotropowych modeli opar-
tych na sieci trojkatnej — FHP . Ponadto, wprowadzone zostato pojecie warunkéw brze-
gowych, ktore opisuja zachowanie plynéw symulowanych modelami gazéw sieciowych pod-
czas wplywu i wyplywu w obszar symulacji oraz kontaktu z przeszkodami. Zakonczenie
rozdziatu pierwszego stanowi szereg relacji pomiedzy wielko$ciami hydrodynamicznymi
charakteryzujacymi modele gazow sieciowych.

Rozdziat drugi jest proba skonfrontowania automatu komorkowego FHP-III z oczeki-
waniami wysuwanymi wobec dobrego modelu hydrodynamicznego. W pierwszym etapie
sprawdzono czy ci$nienie w ukladzie z plynem opisywanym modelem FHP-III spelia
prawo Pascala. Zmierzono czas relaksacji ci$nienia w modelu i poréwnano z analog-
icznymi wynikami otrzymanymi dla modelu FHP-II. Kolejnym krokiem bylo okreslenie,
czy model FHP-III, w przeciwienstwie do modelu HPP, jest izotropowy. Finalng czescia
drugiego rozdziatu jest proba obliczenia lepkosci modelu poprzez zasymulowanie plaskiego
przeptywu Poiseuille’a.

W rozdziale trzecim opisano dwa eksperymenty przeprowadzone nad modelem FHP-
III majace okresli¢ czy model ten spelnia prawo Darcy’ego: ponownie przeanalizowano
przeplyw Poiseuille’a dodajac do badanego uktadu przeszkody, oraz jawnie zbadano za-
lezno$¢ $redniej predkosci ptynu przeplywajacego przez material porowaty od gradientu
przytozonego ci$nienia.

Podsumowujaca analiza otrzymanych wynikow zostala przedstawiona w rozdziale
czwartym.
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Rozdzial 1

(Gazy sieciowe

1.1 Wstep

W latach 40-tych XX wieku Janos von Neumann pracujac nad abstrakcyjnym systemem
symulowania proceséw samo replikacji organizmoéw biologicznych stworzyt podstawy mod-
elu, ktory dzi$§ nazywamy automatem komoérkowym. Zainspirowany pracami Stanistawa
Ulama, w swoich rozwazaniach uwzglednil dyskretny czas oraz przestrzen [1].

Automatami komorkowymi nazywamy maszyny matematyczne o skonczonej liczbie
stanow, ktore w kazdym kroku zmieniaja stan wszystkich swoich komorek jednoczesnie |[2].
Krok nazywamy ewolucjqg badz warstwg automatu. Kazdej komorce przypisany jest jeden
z n mozliwych stanéw reprezentowanych przez liczby catkowite 0, 1,..., n — 1.

Aby poprawnie zdefiniowaé¢ automat komorkowy, musimy okresli¢ stan poczatkowy
wszystkich komoérek w chwili t = 0 oraz wyznaczy¢ zbior regul, ktore definiujg stan
kazdej komorki w nowej warstwie ze znajomos$ci stanu poprzedniej warstwy. Reguly te
nie powinny zaleze¢ od polozenia komorek. NajczeSciej przedstawia sie je jako zestaw
regul przejsé¢ (Rys.1.1), ktore moga by¢ zapisane w postaci wzoru matematycznego. W
kazdym kroku ewolucji nastepuje zmiana wszystkich komorek automatu.

¢
=

Rysunek 1.1: Przyklad kilku regul przejsé dla automatu komorkowego Sand Pile [3)].

Na przetomie lat 50 i 60 ubieglego wieku, gtéwnym kierunkiem badan nad automatami
komorkowymi byly modele jednowymiarowe [4]. W roku 1970 John Horton Conway
stworzyl dwuwymiarowy automat komorkowy nazywamy ,Gra w Zycie”, w ktorym pro-
ces ewolucji zdeterminowany byt bardzo prostymi regutami [2|[4]. Na przestrzeni os-



Gra w Zycie

tatnich 25 lat jednym z najbardziej znanych popularyzatoréw automatéow komorkowych
jest Stephen Wolfram, autor pakietu Mathematica stuzacego do obliczei numerycznych
i symbolicznych [2].

1.2 Gra w Zycie

Gra w Zycie jest jednym z najbardziej znanych automatéw komorkowych [1]. Najbardziej

rozpowszechniona wersja tego modelu to automat dwuwymiarowy, opisany na sieci kwadra-
towej. Kazda komorka w uktadzie moze znajdowaé sie w stanie ,zywym” (stan ten oz-

naczmy liczba 1) lub ;martwym” (liczba 0). Stan ten w kazdym kroku symulacji zmienia
sie w zaleznosci od stanéw najblizszych o$miu sasiadow i stanu wlasnego (rys.1.2), co w

literaturze nazywane jest sasiedztwem Moore’a |5|.

N

Rysunek 1.2: Kazda komérka otoczona jest osmioma sgsiadami.

Zasady ewolucji w Grze w Zycie sa proste. Komorka zywa pozostanie zywa po uplywie
jednostki czasu, jesli doktadnie dwie lub trzy komorki w jej sasiedztwie sa zywe. W
przeciwnym przypadku komoérka umiera. Komoérka martwa ozyje, jezeli bedzie otoczona
dokladnie trzema zywymi sasiadami [1]|2]. Odpowiednie ustalenie warunku poczatkowego
pozwala zaobserwowac ciekawe zachowania uktladu.

Z posrod wielu formacji komorek, ktore moga powsta¢ podczas ewolucji do naj-
ciekawszych naleza |2|: migacze (blinkers), szybowce (gliders), statki gwiezdne (star
ships), armaty (guns) — rysunek 1.3.

=II =I. B n
a) Szybowiec e =.. i =. = u
||
= HEE b) = HEE b)
b) Migacz » b)
t=0 t=1 t =2 t=3

Rysunek 1.3: Kolejne kroki ewolucji w Grze w Zycie

Podczas implementacji automatu Conway’a waznym elementem sa warunki na brzegach
sieci. Najczedciej zagadnienie to realizuje sie poprzez naltozenie cyklicznych warunkow
brzegowych (przyktadowo szybowiec docierajacy do lewego brzegu uktadu zacznie ,wyta-
nia” sie po jego prawej stronie [6] — rys.1.3).



Gaz sieciowy

1.3 Gaz sieciowy

Modele gazow sieciowych (LGCA — Lattice Gas Celluar Automata |7]) sa automatami
komoérkowymi uzywanymi m.in. do symulowania przeptywow pltynéw. Zaltozenia charak-
teryzujace ten podzbior automatoéw sprowadzi¢ mozna do nastepujacych zasad:

1. predkosci kazdej czastki moze przyjmowaé¢ wartos¢ z dyskretnego zbioru wektorow
predkosci,

2. z wezta n do sasiedniego wezta m moze w jednym kroku czasowym przemieszczac¢
sie tylko jedna czastka,

3. kazdy dyskretny krok czasowy sktada sie z dwoch etapow: kolizji i przesuniecia.

Reguly kolizji pomiedzy czastkami sa rozne dla réznych modeli gazu sieciowego, ale w
wiekszo$ci wariantow kolizje spelniaja zasade zachowania pedu oraz masy. Krok translacji
sprowadza si¢ do przesuniecia czastki zgodnie z wektorem jej predkosci (algorytm modelu
gazu sieciowego zostal opisany w Dodatku A).

W celu obliczenia wielkosci hydrodynamicznych (np. gestosci, predkosci) dokonuje
sie podzialtu sieci na wieksze bloki, w ktorych usrednia sie warto$ci mikroskopowe tych
wielkoéci. Otrzymane w ten sposob informacje obarczone sa szumem statystycznym.
Szum czesto zmniejsza sie stosujac dodatkowo usrednianie wielko$ci makroskopowych
po zespole (co zgodnie z hipoteza ergodyczna oznacza usrednianie po czasie) [8|. Pro-
ces obliczania wielkosci hydrodynamicznych zostanie doktadnie opisany w dalszej czesci
pracy.

Jedna z gtownych zalet gazow sieciowych jest lokalny charakter warunkow brzegowych,
ktorych implementacja ogranicza sie czesto do mikroskopijnego ,,odbijania” czastek od
przeszkod utozonych na sieci. Nie bez znaczenia jest rOwniez prostota ich implementacji
bez potrzeby uzywania skomplikowanych metod numerycznych stuzacych do obliczania
rownan rozniczkowych. Pozwala to ograniczy¢ mozliwos¢ popetnienia bledu podczas
tworzenia symulacji. Symetria i dyskretyzacja sieci umozliwia stosowanie technik pro-
gramowania roéwnolegtego w celu przyspieszenia obliczen.

1.4 Model HPP

Pierwszym modelem gazu sieciowego byl zaproponowany w 1973 model HPP [7] ( Hardy,
de Pazzis, Pomeau). Model teb opisany jest na sieci kwadratowej. Przesuniecie czastek
nastepuje wzdluz kierunkéw sieci wyznaczonych wektorami:

c;, = (sin <gz> , COS (gl)) , 1=1,2,3,4, (1.1)

gdzie spelniony jest warunek symetrii sieci:

Kolizja zachodzi wtedy, gdy do jednego wezta podaza wiecej niz jedna czastka. Fakt, iz
przy kazdej kolizji zachowana jest liczba i ped czastek, prowadzi do zdefiniowania dwoch

4



Model FHP
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Rysunek 1.4: Reguty kolizji dla modelu gazu sieciowego HPP.

nietrywialnych typow kolizji, w ktorych zmienia sie wektor predkosci czastek [1] (rys.
1.4).

W tak zdefiniowanym modelu kazdy wezel moze znajdowaé sie w jednym z 2* = 16
stanow, przy czym za pomoca czterech liczb (N,S,W E) opisa¢ mozemy zmierzajace do
niego z odpowiednich kierunkow czastki:

e (0,0,0,0) oznacza pusty wezel,

e (1,0,0,0) wezet do ktorego zmierza jedna czastka (z gory),

. ...

e (1,1,1,1) wezet do ktorego z kazdego kierunku zmierza czastka.

Kazdemu wezlowi mozemy zatem przypisa¢ liczbe catkowita n = 0, ..., 15 bedaca dziesiet-
nym odpowiednikiem reprezentacji binarnej stanu wezta (N,S,W E). Ten sposob pozwala
zaimplementowaé kolizje i translacje jako operacje bitowe na liczbach catkowitych |7].

Model HPP jest jedna z najprostszych realizacji gazu sieciowego. Obecnie ze wzgledu
na brak izotropowosci model ten omawiany jest gtownie ze wzgledow historycznych. W
ujeciu makroskopowym niemozliwe jest otrzymanie roéwnan Naviera-Stokesa dla tego au-
tomatu [7].

1.5 Model FHP

W roku 1986 Frish, Hasslacher i Pomeau zaproponowali, aby gaz sieciowy opisaé¢ na sieci
trojkatnej [9]. W modelu tym, wektory sieci (rys. 1.5) zapisujemy [7]:

c; = <cos (gl) , sin <%Z)> , 1=1,2 .6, (1.3)

gdzie spelniony jest warunek symetrii sieci:



Model FHP

Wektory sieci ¢; sa rowniez jedynymi dostepnymi wektorami predkosci, z jakimi moga
poruszac sie czastki w modelu. Wynika to z faktu, iz w automatach komorkowych diugosé
kroku czasowego ma ustalonag wartos¢ At = 1, wiec ¢; i ¢;/At posiadajg zawsze te sama
warto$¢ numeryczna. Wszystkie czastki w modelu FHP posiadaja te sama mase m = 1,
zatem wektory c; rOwniez mozemy utozsamic¢ z wektorami pedu czastek. Podobnie jak w
modelu HPP, stan komorki mozemy reprezentowaé poprzez kombinacje 6-bitowe, co daje
26 = 64 mozliwych stanow [7].

Rysunek 1.5: Wektory sieci w modelu FHP.

W modelu FHP wprowadza sie dwa nietrywialne typy kolizji zachowujace ped i mase:
z udziatem dwoch i trzech czastek [1]. Gdy do jednego wezta zmierzaja z przeciwnych
kierunkoéw dokladnie dwie czastki, wektor predkosci kazdej z nich zmieni po kolizji swoj
kierunek o 60°, przy czym suma pedéw tych czastek bedzie wcigz wynosi¢ zero. Na
rysunku 1.6 pokazano, iz czastki po kolizji moga zmieni¢ swoj kierunek w prawo badz w
lewo. Aby zachowaé symetrie kolizji, kierunek skretu wybiera sie z prawdopodobienstwem
p =1/2. W przypadku, gdy do wezta zmierzaja dokladnie trzy czastki, ktorych wektory
predkosci tworza kat 120°(rys. 1.7), kazda czastka w wyniku kolizji odbije sie od wezta.

LN,/
PNy

Rysunek 1.6: Kolizja z udziatem dwdch czastek w modelu FHP.

/ \

R T

Rysunek 1.7: Kolizja z udziatem trzech czastek w modelu FHP.



Model FHP

Stan wezta w chwili ¢ w punkcie r mozemy zapisa¢ jako:
n(r,t) = {n;(r,t),i=1,..,6}, (1.5)

gdzie r jest wektorem wodzacym wezla zaczepionym w $rodku ukltadu wspoétrzednych,
natomiast n;(r,t) przyjmuje wartos¢ 1, gdy z kierunku i do wezta wskazanego wektorem
r zmierza czastka lub 0, gdy taka sytuacja nie ma miejsca |7|. Dla uproszczenia zapisu
przyjmujemy, ze:

n;(r,t) = n,. (1.6)
Zgodnie z definicja (1.5) ewolucje stanu obsadzenia mozemy zapisaé¢ za pomoca opera-
torow logicznych(&, |, A, ~):

ni(r+ci,t+1)=n; A {[(niAnip1)&ni1 Anipo)&(nize Anigs)
& (Mirs Anipa)&(Niga Aniys)]

ni&eniy3&e ~ (ni+1|ni+2|ni+4|ni+5)]

|
| [C&nip1&nipa&e ~ (nilnia|niis|nigs)]
|

~ (&nipo&eniisd&e ~ (ni|ni+3|ni+4)]}a (1-7)
gdzie:

& = AND

| = OR

AN = XOR

~ = NOT. (1.8)

W rownaniu (1.7) bit ¢ reprezentuje losowy kierunek skretu podczas kolizji z udziatem
dwoch czastek. Operatory logiczne mozna zastapi¢ dziataniami arytmetycznymi (tablica
1.1), wtedy

al|b
AND OR XOR NOT
a&eb alb anbd ~a
a-b latb—a-bla+b—2-a-b|1—a
010 0 0 0 1
110 0 1 1 0
01 0 1 1 1
111 1 1 0 0

Tablica 1.1: Operatory logiczne wraz z arytmetycznymi odpowiednikami.
arytmetyczna posta¢ ewolucji stanu wyraza sie wzorem:

ni(r+ci,t+1)=n; + nganisnis(1—n)(1 —ng2) (1 —nipy)
— o Niga(l — nig1) (1 — nggg) (1 — nigs)
Cnig1niva(l —ni)(1 = nipa) (1 — nips) (1 — nigs)
(1 = Onigoniss(1 — i) (1 = nia) (1 = nig3) (1 = nisa)
= ninira(1 = nig1) (1= nis2) (1 = niga) (1 = niys). (1.9)

+ +

7



Model FHP-II

Postaé¢ ogolna wzorow (1.7) i (1.9) wyrazajacych ewolucje ukladu mozna zapisaé¢ jako:
n;(r + ci, t) = ny(r,t) + Ay(n), (1.10)

gdzie A;(n) nazywamy operatorem kolizji. Aby spelniona byta zasada zachowania pedu
1 masy, kolizje nie moga zmieniac liczby czastek ani pedu dla kazdego wezta, zatem:

6
Vi > Ai(n) =0, (1.11)
i=1
oraz:
6
Voo > edi(n) =0. (1.12)
=1

Korzystajac ze wzoréow (1.10), (1.11) oraz (1.12) mozemy zapisa¢ rownania zasady za-
chowania pedu i masy dla kazdego wezta [LGCAG63|:

6 6
D ni(r e t+1) =) ni(r,t), (1.13)
=1 =1

6 6
D emi(r o t+1) =) cn(r,t). (1.14)
i=1 =1

Rownania (1.13) i (1.14) sa rowniez spelnione dla modelu HPP (i = 1,..,4) oraz dla
modeli FHP-II i FHP-III (¢ = 1, ..,7) omoéwionych w dalszej czesci pracy.

1.6 Model FHP-II

W odroéznieniu do FHP-I model FHP-II zaklada istnienie czastek stacjonarnych. Wektor
predkosci (pedu) dla czastek stacjonarnych definiujemy jako cz = 0. Daje to mozliwosé
prostego zdefiniowania dodatkowych regut kolizji; oprocz pieciu regut kolizji odziedzic-
zonych po klasycznym modelu FHP (rys. 1.6 i 1.7), w modelu FHP-II 8| definiujemy
szes¢ kolizji typu (a), szes¢ kolizji typu (b) oraz pie¢ kolizji klasycznego modelu FHP ze
stacjonarng czastka umieszczona w centrum zderzenia: (c¢) i (d) (rys. 1.8). Model FHP-II
odznacza sie nizsza lepkoscia niz model FHP-I [7], co wiecej — stanowi punkt wyjscia do
najbardziej popularnego modelu FHP-III.

1.7 Model FHP-III

Wprowadzenie czastek stacjonarnych umozliwia utworzenie wiekszej liczby regut kolizji
niz to opisano rozdziale 1.6. Kolejny wariant modelu oznaczony symbolem FHP-III defini-
uje kolejne reguly, ktore przedstawiono na rysunku 1.9, zwiekszajac zbior dostepnych
kolizji do liczby 76 [10]. Tablica 1.2 przedstawia zestawienie liczby kolizji oraz mozli-
wych stanéw kazdego wezta dla oméwionych modeli. Model FHP-IIT posiada najwieksza
»gestose” kolizji spoérod przedstawionych wariantow gazow sieciowych. Oprocz mniejszej
lepkosci w porownaniu do modelu FHP-I i FHP-II, model FHP-III charakteryzuje sie

8
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a) \'

/
b) —o /
AN

Q) —0— > /‘v’\o\

d)J ’\o—>
)

Rysunek 1.8: Kolizje z czastka stacjonarng zdefiniowane dla modelu FHP-II. (a), (b)
- kolizje dwuczastkowe, (c), (d) - kolizje z udziatem trzech czgstek. Koélko z bialym
srodkiem oznacza czgstke stacjonarng.

Rysunek 1.9: Dodatkowe reguly zdefiniowane dla modelu FHP-III.

wieksza wartoscia wspolezynnika Reynolds’a [7|. W rozdziale 2 przedstawiono szereg
eksperymentéw komputerowych, ktorych celem jest scharakteryzowanie wtasnosci hydro-
dynamicznych modelu. Kod zrédtowy modelu zostal przedstawiony w Dodatku A.



Warunki brzegowe w modelach rodziny FHP

Model: HPP [ FHP [ FHP-II | FHP-III
Liczba stanow: 16 64 128 128
Liczba kolizji: | 2 5 22 76

RoEc 12.5% | 7.81% | 17.19% | 59.38%

Tablica 1.2: Stosunek liczby kolizji do wszystkich mozliwych stanéow wezla dla modeli
HPP, FHP, FHP-II, FHP-III.

1.8 Warunki brzegowe w modelach rodziny FHP

Implementacja warunkoéw brzegowych stanowi wazny aspekt modelu LGCA [7]. Rozroz-
niamy co najmniej pie¢ typow warunkoéw brzegowych: periodyczne — przykltad zostal
opisany przy okazji omawiania Gry w Zycie, wplywu i wyplywu — maja zastosowanie m.in.
w symulowaniu przeplywu ptynu przez kanat (channel flow — opisany w rozdziale 3); oraz
warunki realizowane podczas kolizji czastek gazu sieciowego z powierzchnig przeszkod: z
poslizgiem (Slip) oraz bez poslizgu (No-Slip).

W warunku z poslizgiem (rysunek 1.10) ciecz jest przyspieszana na powierzchni przeszkody.
Sktadowa normalna predkosci zanika (u, = 0 oraz du/0n = 0). Przyspieszanie cieczy na
brzegach jest zjawiskiem niespotykanym w rzeczywistosci, zatem warunek poslizgu jest
nie fizyczny.

AN

Rysunek 1.10: Warunek brzegowy z poslizgiem.

——

Warunek bez poslizgu realizowany jest poprzez odbicie wektora predkosci (rysunek 1.11).
Wypadkowa predkosé¢ takiej kolizji wynosi u = 0.

AN N

Rysunek 1.11: Warunek brzegowy bez poslizgu.
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Wielkosci makroskopowe w modelu gazu sieciowego

1.9 Wielkosci makroskopowe w modelu gazu sieciowego

W celu wyznaczenia wielkosci hydrodynamicznych definiujemy $redniag warto$¢ obsadzenia
N;(r,t) jako $rednia po zespole [1]]7]:

Ni(r,t) = (ni(r, t)). (1.15)

N;(r,t) jest rowniez prawdopodobienstwem znalezienia czastki w wezle wskazanym przez
wektor wodzacy r w chwili £ poruszajacej sie z predkoscia c;. Korzystajac z powyzszej
definicji Lokalna gestos¢ makroskopowa definiujemy jako sume $rednich liczb czastek
znajdujacych sie w kierunkach wskazanych przez wektory sieci ¢;.

p= ZNi(r,t), (1.16)

z okresla liczbe wektorow sieci w konkretnym modelu (np. z=7 dla FHP-III). Na tym
etapie wazne jest rozroznienie klasycznej gestosci (1.16) od tzw. gestosci na kierunek
siecr:

a="L. (1.17)

z
Lokalny ped w uktadzie zapisa¢ mozemy jako:

j(r,t) = ZciNi(r,t). (1.18)

Znajac wartosci (1.16), (1.17) i (1.18) lokalna predkos¢ mozemy obliczy¢ ze wzoru:

(1.19)

Charakterystyczng cecha modelu gazu sieciowego FHP-III jest liniowa relacja miedzy
ci$nieniem, a gestoscia [BAL1250]:
p = 0.5p. (1.20)

Lepkos¢ kinematyczna modelu FHP-IIT wyraza wzor [7]:

_1 1 L1
- 28d(1—d)1—8d(1—d)/7 8

y (1.21)

gdzie v, p, j(r,t), u(r,t) i p sa makroskopowymi wielko§ciami fizycznymi charakteryzuja-
cymi symulowany uktad. Mikroskopowe rownania zasady zachowania pedu i masy (1.13)
i (1.14) implikuja posta¢ rownan w przypadku makroskopowym:

6 6
Y Ni(r+cit+1)=> Ni(rt) (1.22)

i=1 =1

6 6
D alNi(r et +1) = cNi(r,t) (1.23)

i=1 =1

11



Rozdzial 2
Hydrodynamika modelu FHP-III

2.1 Wstep

W zaleznosci od typu, modele gazéw sieciowych charakteryzuja sie roznymi wlasnosci-
ami. Czynnikami wpltywajacymi na te wlasnosci sa: rodzaj sieci, na ktorej opisany jest
model oraz zdefiniowane reguly kolizji. Niniejszy rozdziatl jest proba scharakteryzowania
modelu FHP-III na podstawie przeprowadzonych eksperymentéow w postaci symulacji
komputerowych.

2.2 Osigganie stanu rGwnowagi

Zgodnie z prawem Pascalea z 1653 roku w ukladzie, na ktory nie dziataja sity zewnetrzne,
ci$nienie jest jednakowe we wszystkich punktach ptynu (gazu) [12]. Prawo to mozemy
zapisa¢ w postaci rbwnania:

VP =0. (2.1)

W dos$wiadczeniu majacym na celu sprawdzenie, czy model FHP-III spelnia prawo Pas-
cala, utworzono zamkniety uktad o rozmiarze D = 500 x 5007.s. !, ktory podzielono na
dwie, rowne komory, oddzielone od siebie nieprzenikalna Sciana. W jednej komorze zostat
umieszczony gaz opisany modelem FHP-III o gestosci na kierunek d = %, co odpowiada
p = 2. Druga komora pozostata pusta. W chwili ¢ = ¢ty w potowie wysokoéci Sciany odd-
zielajacej komory zostala utworzona wyrwa o szerokosci L = 30j.s.. Rysunek 2.1 przed-
stawia kolejne etapy procesu wyréwnywania ci$nienia w komorach. Z wykresu przedstaw-
ionym na rysunku 2.2 mozemy wywnioskowa¢, ze zmiana cisnienia w komorach opisana
jest zalezno$cig wyktadnicza:

P(t)= Ae ™ + B, (2.2)

gdzie T jest czasem relaksacji ci$nienia [13].
Aproksymujac funkcje (2.2) do otrzymanych punktéw pomiarowych uzyskano dla funkcji
ciSnienia w lewej komorze Pj(t) nastepujace wartosci wspotezynnikow:

T = 2.5-10° + 34,

B = 48-107'40.001,
A = 57-107" £0.004,

!i.s. - jednostka stalej sieci

12



Osiaganie stanu réwnowagi

t — 150

t = 2000

t = 500

Rysunek 2.1: Wyréwnywanie cisnienia w komorach.

1.2 .

1.0 g

P

Lewa komora O
P,() —— _

Prawa komora ©

P,(t)

At

-0.2 :
0 5000

10000 15000
t

20000

Rysunek 2.2: Wykres zmian cisnienia w komorach.

oraz dla funkcji Py(t) (prawa komora):

!/
T

B/
A/

2.5 4 34,
5.140.001,
—5.7 4 0.004.

Analizujac otrzymane wyniki widzimy, ze czasy relaksacji w obu komorach sa réwne,
zatem ciS$nienie w jednakowym czasie osiaga stan rownowagi w calej przestrzeni badanego
ukladu. Rozmiar otworu w $cianie oddzielajacej poduktady ma wplyw na proces wyréwny-
wania ci$nienia. Rysunek 2.3 przedstawia wykres zmian ci$nienia w lewej komorze dla
roznych szerokosci wyrwy. Wraz ze wzrostem szerokosci L otworu czas relaksacji uktadu
maleje; nastepuje gwaltowniejszy spadek ci$nienia, ktoremu towarzysza pojawiajace sie
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Izotropowos¢
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Rysunek 2.3: Wykres zmian cisnienia w lewej komorze dla réznych wartosci szerokosci L.
Model FHP-III.

oscylacje, ktore maleja wraz ze wzrostem czasu symulacji. Oscylacje te mozna ttumaczy¢
falg uderzeniows pojawiajaca sie przy duzych gradientach ci$nienia.

Ostatnim etapem doswiadczenia bylto powtorzenie symulacji dla tych samych warunkow
poczatkowych z uzyciem modelu FHP-I. Otrzymany czas relaksacji wynosi

" =22-10%+ 27,

zatem jest mniejszy od warto$ci uzyskanych dla modelu FHP-III. Szybsze osiaganie
rownowagi przez gaz FHP-I mozemy tlumaczy¢ znacznie skromniejszym zbiorem regut
kolizji definiujacym ten model, a co za tym idzie - wieksza lepkoscia. Warto jednak
zauwazy¢, ze przy tak duzej roznicy udziatu regul kolizji wsrod wszystkich mozliwych
stanow (FHP-I: 8%, FHP-IIL: 59% - tabela 1.2), czas relaksacji jest mniejszy tylko o
13%.

2.3 Izotropowosc¢

Opisanie modelu HPP na sieci kwadratowej niesie ze sobg konsekwencje w postaci braku
izotropowoséci — fala dzwiekowa porusza sie szybciej wzdtuz wektorow sieci.

Rysunek 2.4 ilustruje eksperyment, w ktorym w uktadzie o rozmiarze D = 500 x 5007.s.,
wypelnionym plynem opisywanym modelem HPP o gestosci p = 0.4, utworzono koto
gesto upakowanych czastek (p = 1) o promieniu r = 50j.s.. W trakcie ewolucji uktadu
wzageszezenie” czastek przemieszeza sie tworzac rab, ktorego przekatne pokrywaja sie z
wektorami sieci modelu HPP. Na rysunku 2.5 pokazano dodatkowo, jak zmienia sie ges-
to$¢ czastek w funkcji odlegtosci od srodka uktadu wzdtuz kierunku Ox bedacym jednym

14



Izotropowos¢

t =20 t — 80 t = 280 t = 410
Rysunek 2.4: Rozchodzenie sie fali dzwiekowej w modelu HPP.

z kierunkow sieci modelu oraz kierunku nachylonego o kat o = 45° do osi Ox. Dane do
wykresu pobrano w 200 kroku symulacji. Widaé¢ wyraznie, ze maksimum zageszczenia
czastek porusza sie szybciej w kierunku poziomym niz sko$nym, zatem preferowanymi
kierunkami rozchodzenia sie fali dZzwiekowej sa kierunki sieci uzyte w modelu.

0.55 T T T T

0.50

0.45

0.40

p(r)

0.35

0.30 @\;’ _ | |
f Kier. poziomy —&—
Kielr. skosnyl——--@----

0.25 : :
0 50 100 150 200 250

Rysunek 2.5: Zmiana gestosci wraz ze wzrostem odleglosci od srodka ukladu wzdluz
kierunku poziomego i skosnego dla modelu HPP (t — 200).

Kolejnym etapem eksperymentu bylo sprawdzenie, czy sie¢ trojkatna zastosowana
w modelu FHP-III niweluje opisana powyzej wade: ten sam uktad, ktory postuzyl do
zbadania modelu HPP, zostal wypelniony ptynem z zastosowaniem regut kolizji FHP-III
(gestosé p = 0.4). Nastepnie w srodku uktadu utworzono koto czastek stacjonarnych. Tak
jak poprzednio promient kota wynosit » = 50j.s. oraz gesto$¢ zawartych w nim czastek

p=1

15



Izotropowos¢

Ewolucje ukladu ilustruje rysunek 2.6: czolo fali powstatej w wyniku oddziatywania
zbioru czastek stacjonarnych z ptynem w ukladzie stanowi okrag, zatem badajac model
FHP-III nie mozna stwierdzi¢, jakie posiada wektory sieci opierajac sie tylko na graficznej
analizie wynikow symulacji. Wykres zmian gestos$ci wraz z odlegloscig od $rodka ukltadu
zostal przedstawiony na rysunku 2.7. Badanymi kierunkami byly: pion oraz poziom,
ktory jest jednym z kierunkow wektorow sieci modelu. Wykres pokazuje, iz gestosc
zmienia si¢ jednakowo dla obu kierunkéw, co potwierdza izotropowosé modelu.

R

t=20 t = 190 t = 250 t = 310
Rysunek 2.6: Rozchodzenie sie fali dzwiekowej w modelu FHP-III.

0.70

IKierl. pozliomyI 5
0.65 - Kier. pionowy --—-o--  *
0.60
0.55
0.50
0.45
0.40
0.35 ¢
0.30
0.25

0.20 ] ] ] ] ] ] ] ] ]
O 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

r

p(r)

Rysunek 2.7: Zmiana gestosci wraz ze wzrostem odleglosci od srodka ukladu wzdtuz
kierunku poziomego (jeden z kierunkéw sieci modelu) i pionowego dla modelu FHP-IIT
(t = 200 krok).
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Przeptyw Poiseuille’a

2.4 Przeplyw Poiseuille’a

Jednokierunkowy przeptyw ptynu przez kanat ptaski jest jednym z niewielu zagadnien
hydrodynamicznych posiadajacych doktadne rozwiazanie analityczne. Zagadnienie to
jest podstawowym testem wielu modeli hydrodynamicznych. Celem testu jest z reguly
sprawdzenie poprawno$ci implementacji modelu jak rowniez zbadanie poprawnosci samego
modelu w prostym zagadnieniu fizycznym.

2.4.1 Analityczne rozwigzanie ptaskiego przeplywu Poiseuille’a

Przeplyw nazywamy jednokierunkowym, gdy pole predkosci w takim przeplywie ma
wyrozniony kierunek (Ox), do ktorego wektory predkosci sa rownolegte w kazdym punkcie [14]:

v, =v(z,y,2,t), v,=0, wv,=0. (2.3)

Zaltozmy ponadto, iz pltyn jest niescisliwy, zatem z warunku ciaglosci wynika:

v,
e 0, (2.4)
wiec:
vy = v(y, 2,t). (2.5)

Uwzgledniajac powyzsze warunki rownanie trojwymiarowe Naviera-Stokesa dla kierunku
Ox upraszcza sie do postaci:

ov (8211 821)) _ ldp

gdzie v jest lepkoscia kinematyczna plynu, p gestoscia, natomiast dp/dx oznacza gradient
ci$nienia wzdtuz kierunku z.

y(h)

Rysunek 2.8: Przeplyw Poiseuille’a przez kanat ptaski.

Niech lepki ptyn wypelnia obszar pomiedzy dwiema réwnolegtymi ptaszczyznami y; =
0 i yo = h - kanal plaski (rys. 2.8). Przeptyw plynu w kanale jest ustalony (nie zmienia
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Przeptyw Poiseuille’a

sie w czasie) i laminarny, tzn. elementy cieczy pltynu przemieszczaja sie w plaszczyznach
rownoleglych do ptaszczyzn y; i s, zatem v, = v(y), v, = 0, v, = 0 Przy pominieciu
sit masowych przeptyw moze by¢ wywotany i podtrzymywany poprzez istnienie statego
gradientu cisnienia Ap/Axz. Rownanie Naviera-Stokesa (2.6) przybiera teraz postac:

d*>v  1Ap
- === =, 2.7
G nAc MTUP (2.7)
gdzie p oznacza lepko$¢ dynamiczna. Ogolne rozwiazanie rownania (2.7) przyjmuje
postac:
() 1 Ap
v(y) = ——
Y 2u Ax
Uwzgledniajac warunki brzegowe bez poslizgu (v(0) = 0 i v(h) = 0) mozemy obliczyé¢
state Cp 1 Cy:

v’ + Cy + Co. (2.8)

1 Ap
4 2 Aa;h’ Cy=0 (2.9)
Uzyskany profil predkosci v(y)
1 Ap
=Ly (h— 2.1
v(y) 2 Ar (h—y), (2.10)

jest paraboliczny.
Otrzymanie profilu predkosci v(y) metoda symulacji komputerowej pozwala na podstawie
wzoru (2.10) okresli¢ lepkos¢ kinematycznej modelu i poréwnac ja z wartoscia wynikajaca
z rownania (1.21).

2.4.2 Symulacja przeplywu przez kanatl plaski

W celu wykonania symulacji utworzony zostal kanal o wysokosci L = 847.s. i dlugosci
L' = 480j.s. (rys. 2.9).

out

Rysunek 2.9: Kanat plaski. Zaznaczone obszary in, out przedstawiaja kolejno wplyw i
wyplyw plynu. Linie przerywane (punkty a i b) okreslaja obszar, w ktérym dokonywano
pomiaroéw podczas symulacji.

Warunki wplywu i wyplywu zrealizowano poprzez utworzenie dwoch poduktadéw o wymi-
arach 12 x 84j.s., w ktorych w kazdym kroku symulacji ustalano gestos¢ plynu tak, aby
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Przeptyw Poiseuille’a

Pin > Pout, €O Wykorzystujac wzor (1.21) pozwala okresli¢ gradient cisnienia Ap/Ax w
ukladzie. Punkty a i b lezace na osi Ox okreslaja obszar o dlugosci L., = 240j.s.,
w ktorym dokonywano pomiaréw. Powierzchnie kanatu podzielono wzdluz wysokosci
na 14 pasow (kazdy o wymiarze 240 x 6j.s.), dla ktorych obliczano $rednia predkosci
ptynu (1.21). Usrednienia predkosci dokonywano po uplynieciu 6000 krokow symulacji
poczawszy od momentu to = 3000. Czas t, wyznaczono stosujac kryterium zbieznosci [18|:

S e, 1)
- Z |v(x,t+ 150)|

c(t) — 1l <107 (2.11)

Na rysunku 2.10 widzimy, ze funkcja c¢(t) — 0, gdy t — oo. Kryterium zbieznosci (2.11)
spelnione jest dla ¢ > 3000.

3.5

3.0

2.5

2.0

c(t)

1.5

1.0 =

0.5

0.0

3 ]
1000 1500 2000 2500 3000
t

Rysunek 2.10: Wykres funkcji kryterium zbieznosci c(t) dla jednego z przeplywow
Poiseuille’a. Za punkt osiggniecia rownowagi przez uktad wybrano t, = 3000, gdzie
C(t > to) =~ 0.

Pierwszym etapem symulacji byto sprawdzenie, czy zadany poprzez roznice gestosci gra-
dient cisSnienia jest staly w badanym uktadzie. Dokonano tego poprzez zbadanie zmi-
any wartosci gestosci czastek wzdtuz osi Ox. Wykres,wykonany dla gestosci p = 0.669,
przedstawiony na rysunku 2.11 ilustruje, iz zmiana gestosci ma charakter liniowy, zatem
gradient ci$nienia jest staly w badanym uktadzie.

Kolejnym krokiem doswiadczenia byto otrzymanie profili predkosci ptynu wzdtuz sze-
rokosci kanatu. Wyniki, otrzymane z uzyciem roznych gradientéw cisnienn dla kazdego z
przypadkow, zostaly umieszczone na wspolnym wykresie zaleznosci predkosci ptynu od
wysokosci kanatu (rys. 2.12): wida¢ wyraznie paraboliczny charakter profili predkosci.
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Przeptyw Poiseuille’a
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Rysunek 2.11: Wykres zmian gestosci wzdtuz osi Ox badanego uktadu dla Sredniej gestosci
czastek p = 0.669.

Tablica 2.1 przedstawia parametry badanych przeptywow, jak rowniez otrzymane wyniki
lepkosci. Zgodnos¢ otrzymanych wartosci lepkosci kinematycznych z wartosciami teorety-
cznymi (wzor2rozdz) przy niepewnosci wzglednej Av = |(Vsym — Vicor)/Vieor| 1a poziomie
3 ~ 5% pokazuje, ze model zostal poprawnie zaimplementowany.

14 AP/AIL' Vsim Vtheor Av
0.669 | 7.9-107* | 0.320 | 0.334 | 0.042
1.376 | 5.6 - 10~% | 0.156 | 0.151 | 0.033
2.086 | 4.5-107% | 0.104 | 0.099 | 0.051

Tablica 2.1: Wartosci parametréow (p - Srednia gestoS¢ czastek, d - srednia gestosé¢ na
kierunek, Ap/Ax - gradient cisnienia) uzytych w symulacji.
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Rysunek 2.12: Profile predkosci przeptywu Poiseuille’a. Wykres ilustruje ich paraboliczny
charakter dla trzech badanych wartosci gestosci czastek.
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Rozdzial 3

Przeplyw przez osrodki porowate 1
prawo Darcy’ego

3.1 Wstep

W 1896 roku H. Darcy badal przepltyw wody przez pionowe filtry wypelnione piaskiem
bedace elementami fontann wybudowanych w miescie Dijon we Francji. Na podstawie
swoich eksperymentow stwierdzil, iz tempo przeptywu (objetos¢ cieczy w jednostce czasu)
@ jest proporcjonalne do powierzchni przekroju A badanego filtra i gradientu cisnienia
V P, odpowiedzialnego za ten przeptyw:

Q=—KAVP, (3.1)

gdzie stata proporcjonalnosci K nazywana jest wspotczynnikiem przewodnictwa hydrody-
namicznego. Srednia predkosé plynu przeplywajacego przez substancje porowata mozemy
wyrazi¢ jako: 0 K«
q
v oA o 5 VP, (3.2)
gdzie q oznacza strumien przeptywu, a ¢ jest wspotczynnikiem porowatosci. Porowato$c
obliczamy ze wzoru:
¢:%:1—%, (3.3)
u u
gdzie V), oznacza calkowita objetos¢ (powierzchnie w przypadku dwuwymiarowym) porow,
V. - objetos¢ przeszkod oraz V,, - objetos¢ badanego uktadu. Réwnania (3.1) i (3.2) nazy-
wamy prawem Darcy’ego [12][18|.

Celem niniejszego rozdzialu jest pokazanie, ze prawo Darcy’ego jest spelnione dla
przeplywu plynu opisanego modelem FHP-III przez substancje porowata. Realizacja
eksperymentalnego dowodu zostanie przeprowadzona w dwoch etapach: w pierwszym
powtorzone zostanie do$wiadczenie K. Balasubramaniana, F. Hayota i W. F. Saama,
w ktorym pokazano wplyw rozpraszaczy w uktadzie na profil Poiseuille’a, natomiast w
drugim etapie zostanie pokazany jawny wplyw zmiany gradientu ci$nienia na $rednig
predkos¢ ptynu.
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Przeptyw Poiseuille’a w uktadzie z rozpraszaczami

3.2 Przeplyw Poiseuille’a w ukladzie z rozpraszaczami

W doswiadczeniu majacym na celu pokazanie, ze jest mozliwe wyprowadzenie dla mod-
elu FHP-III prawa Darcy’ego, powtorzono symulacje przeptywu ptynu przez kanat ptaski
umieszczajac na drodze pltynu przeszkody w postaci pojedynczych czastek materii. Kon-
takt czastki plynu z przeszkoda ogranicza si¢ do zmiany kierunku predkosci czastki
na przeciwny (warunek brzegowy bez poslizgu). W badanym uktadzie umieszczono
losowo N, = 400, 600 oraz 800 przeszkod, co stanowi kolejno 2%, 3% i 4% powierzchni
kanatu. Profile predkosci przeptywu (rys. 3.1) zostaly otrzymane poprzez usrednie-
nie wynikow z 30 symulacji z r6znym rozstawieniem przeszkdod przy stalym gradiencie
ci$nienia VP = 3,22 - 1072

0.060 T T |

N.=800 =©

S

0.050
0.045
0.040
0.035
0.030
0.025
0.020
0.015
0.010

v(y)

i3]
i
[

Rysunek 3.1: Profil predkosci w kanale z przeszkodami.

Widzimy, ze wraz ze wzrostem liczby rozpraszaczy profil Poiseuille’a ulega sptaszczeniu.
Balasubramanian, Hayot i Saam zaproponowali rozwiazanie réwnania Naviera—Stokesa,
ktore opisuje przedstawiong zaleznosé funkeji predkosci ptynu od wysokosci kanatu [BAL|:

_11Ap [, cosh[r(y — L/2)]
apAx cosh[rL/2]

v(y) = (3.4)

gdzie stala « jest wprost proporcjonalna do gestosci rozpraszaczy (o = 2p,) ir = y/a/v.
Gdy a zmierza do zera, funkcja predkosci (3.4) redukuje sie do wzoru (3.2).

Uzyskany profil predkosci dla Ny = 800 rozpraszaczy nie jest ptaski tylko w obszarach
lezacych przy powierzchniach ograniczajacych kanal. W pozostaltym obszarze predkosc
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Zaleznos¢ Sredniej predkosci cieczy od przytozonego gradientu cisnienia w o$rodku porowatym

cieczy jest stata i wyraza sie wzorem:

oly) =~ 2P (3.5)

pa Az
jest zatem proporcjonalna tylko do gradientu ci$nienia V P i wspotczynnika K /¢ = 1/pa,
co stanowi tre$¢ prawa Darcy’ego (3.2).

3.3 Zalezno$¢ sredniej predkosci cieczy od przylozonego
gradientu ci$nienia w oSrodku porowatym

Wzor (3.5) opisuje liniowa zalezno$¢ predkosci cieczy przeplywajacej przez substancje
porowata od wartoéci gradientu cisnienia. W celu zbadania tej zaleznosci dla plynu
opisanego modelem FHP-IIL, po raz kolejny zostato powtorzone doswiadczenie przeptywu
cieczy przez kanal plaski. Dla zadanej liczby rozpraszaczy (Ns; = 400, 600 i 800) w
uktadzie, zmierzono wartosci $redniej predkosci ptynu v dla gradientu ci$nienia VP z
przedziatu od 0.3-1072 do 0.3-10~!. Rysunek 3.2 przedstawia otrzymane charakterystyki.

004 F Ng=400 O | e
N.=600 o 2
N.=800 &

0.03 i

O]
> 0.02 + ] 1

O]
]
0.01 | .
0.00 ' ' '

0.00 0.01 0.02 0.03

dP/dx

Rysunek 3.2: Linowa zaleznosé¢ Sredniej predkosci cieczy od wartosci gradientu ci$nienia.

Zgodnie z oczekiwaniami Srednia predkos$¢ ptynu ro$nie w sposob liniowy wraz ze wzrostem
gradientu ci$nienia. Zauwazamy rowniez, ze szybkos¢ zmiany predkosci zalezy od ilo$ci
wystepujacych w uktadzie rozpraszaczy. Tablica 3.1 przedstawia otrzymane wartosci
wspotczynnikoéw prawa Darcy’ego.
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Wizualizacja przeptywu przez materiat porowaty

Ne | K[o| ¢ | K
400 | 1.28 | 0.98 | 1.25
600 | 0.87 [ 0.97 | 0.85
800 | 0.58 | 0.96 | 0.56

Tablica 3.1: Wartosci wspolczynnikéw prawa Darcy’ego w zaleznosci od liczby rozprasza-
CZYy.

3.4 Wizualizacja przeplywu przez material porowaty

W uktadzie o rozmiarze 256 x 2567.s. umieszczono losowo kwadratowe przeszkody o dtu-
gosci boku a = 165.s. w taki sposob, ze porowato$¢ uktadu wyniosta ¢ = 85%. Przez tak
zdefiniowany uktad przepuszczono plyn opisany modelem FHP-III o predkosci zadanej
gradientem ci$nienia VP = 2,8 - 1073,

PEE e
A
g

Rysunek 3.3: Przeptyw plynu opisanego modelem FHP-III przez makroskopowy material
porowaty. Clecz plynie z prawej strony do lewej. Ciemniejszy kolor oznacza wieksza
predkosé ptynu.

Na rysunku 3.4 widzimy etapy powstawania preferowanych przez ciecz kanalow przeptywu.
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Wizualizacja przeptywu przez materiat porowaty

W czasie t = 1250 nastepuje rownowaga hydrodynamiczna — powstale kanaty nie zmieni-
aja sie w czasie. Uzyta metoda wizualizacji (przedstawianie wektorow predkosci jako
strzatki o dlugosci proporcjonalnej do szybkosci cieczy) pozwala okresli¢ miejsca, w
ktorych ciecz ptynie wolniej badz szybciej. Uzycie bardziej wyrafinowanych sposobow
wizualizacji np. metody Line Integral Convolution (opisanej w Dodatku B) umozliwia
zaobserwowanie lini pradéow plynu oraz towarzyszacych przeptywowi wiréw. Rysunek 3.4
przedstawia przyktad wizualizacji przeptywu metoda LIC. Zauwazamy powstanie dwoch
wyraznych kanalow przepltywu, w ktorych ciecz plynie szybciej (kolor jasniejszy).

Rysunek 3.4: Wizualizacja przeptywu plynu z wykorzystaniem metody LIC. Kolor
jasniejszy oznacza wieksza predkos¢ przepltywu.

Przedstawione w tej sekcji (jak rowniez w pozostatych czesciach pracy) ilustracje przeptywu
zostaly otrzymane w autorskich programach komputerowych pisanych w jezyku C# przy
pomocy bibliotek .NET 2.0, Tao OpenGL i §rodowiska programistycznego Visual Studio
NET 2005 firmy Microsoft.
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Rozdzial 4

Podsumowanie

Celem zaprezentowanej pracy byto przedstawienie idei modelu gazu sieciowego (rozdzial
pierwszy) oraz pokazanie praktycznych mozliwosci tej teorii na przyktadzie modelu FHP-
[T (rozdzial drugi i trzeci).

Podczas badania zjawiska wyréwnywania ci$nienia w uktadzie okazalo sie, ze pro-
ces ten mozna opisa¢ funkcja eksponencjalna, co umozliwito obliczenie czasu relaksacji
ciSnienia. Poréwnujac otrzymany rezultat z analogicznym wynikiem uzyskanym dla mod-
elu FHP-I (posiadajacego skromniejszy zbior regul kolizji) okazalo sie, ze ciSnienie w
modelu FHP-IIT wolniej dochodzi do stanu réwnowagi.

Badajac rozchodzenie sie fali dzwiekowej w plynach opisywanych kolejno modelami
HPP i FHP pokazano, ze sie¢ trojkatna w przeciwienstwie do kwadratowej (przy regutach
kolizji dotyczacych tylko najblizszych sasiadow) zapewnia izotropowosé modelu. Wynik
ten osiagnieto poprzez zbadanie zaleznosci Sredniej gestosci czastek w funkeji odlegtosci
od epicentrum fali dzwiekowej dla obu badanych modeli.

Podczas symulowania ptaskiego przeptywu Poiseuille’a udato sie pokazaé, ze gestosé
(oraz ci$nienie) cieczy, ktorej przeplyw jest wynikiem przylozonego gradientu cisnienia,
zmienia sie liniowo wzdhuz dtugosci kanatu. Otrzymane podczas eksperymentu wartosci
lepkosci kinematycznej nie odbiegaly od wartosci analitycznych wynikajacych ze wzoru
(1.21), co potwierdzito nie tylko poprawna implementacje modelu, ale rowniez zdolnos¢
modelu FHP-III to symulowania pewnych hydrodynamicznych zjawisk fizycznych.

Ostatecznie w rozdziale trzecim pokazano, ze symulowane modelem FHP-III przeptywu
plynu przez substancje porowate spetniaja prawo Darcy’ego.

W opisanych powyzej doswiadczeniach ani razu nie istniala potrzeba numerycznego
rozwigzywania rownan Naviera-Stokesa — wszystkie wyniki uzyskano stosujac model au-
tomatu komorkowego, ktorego ewolucja (jak to opisano w rozdziale pierwszym) opiera sie
na dyskretnym zbiorze regut speliajacych tylko pewne z gory okreslone zatozenia. Jest
to niewatpliwie dowod na to, ze idea von Neumanna wprowadzila nowa jakosé¢ i metody
opisu rzeczywistosci, w ktorych podstawowym dogmatem jest prostota definicji. Zaleta
modelu FHP-III nie jest to, ze istnieje dla niego pewien obszar zastosowan, lecz fakt iz
jest punktem wyjscia do innych, lepiej opisujacych rzeczywisto$¢ modeli - lecz to juz jest
temat na kolejna prace...
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Dodatek A
Algorytm modelu FHP-III

A.1 Algorytm modelu LGCA

Ewolucje |7] £ w modelu gazu sieciowego mozemy zapisa¢ w postaci ztozenia dwoch oper-
atorow: kolizji i przesuniecia ¢. Lokalnie kolizja dotyczy tylko czastek gazu zmierzaja-
cych do wspolnego wezta, natomiast przesuniecie odpowiada za zmiane stanu wszystkich
najblizszych sasiadow (NN - Nearest Neighbour) danego wezla:

E=goC. (A1)
Dwukrotne zadzialanie operatorem ¢ na wezel nie powoduje zmiany jego stanu:
=1 (A.2)

gdzie I jest operatorem tozsamosci.

Mozliwo$¢ roztozenia operatora ewolucji na elementy sktadowe (A.1) pozwala na uzycie tej
samej idei w implementacji gazu sieciowego: metoda odpowiedzialna za wykonanie kroku
czasowego automatu powoduje wywotanie dwéch pod-metod odpowiedzialnych kolejno
za kolizje i przesuniecie, z ktorych kazda zmienia stan wszystkich komorek w uktadzie

(rys. A.1).

simulation.Step()

CollisionStep() TranslationStep()

Rysunek A.l: Diagram metody odpowiedzialnej za ewolucje modelu.
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Algorytm modelu LGCA

Model gazu sieciowego reprezentuje stany swoich weztow w postaci etykiet (liczb catkow-
itych), zatem operatory kolizji i przesuniecia ograniczaja sie tylko do zmiany tych liczb.

Reguty kolizji charakterystyczne dla kazdego rodzaju gazu LGCA zapamietywane s3
w tablicy liczb catkowitych C7], ktora kazdemu indeksowi (warto$¢ wezla przed kolizja)
przypisuje nowa warto$¢ wynikajaca bezposrednio z zasad kolizji (w przypadku gdy kolizja
nie zachodzi, tablica zwraca wartosé¢ indeksu):

Cln(x)] = n(x) + A. (A.3)

W przypadku, gdy wynikiem kolizji jest jeden z dwoch réwnoprawdopodobnych stanow
(FHP-II, FHP-III), stosuje sie tablice dwuwymiarowa o dwoch wierszach, z ktorych kazdy
zawiera osobne definicje regut. Przypisanie nowej warto$¢ do wezta poprzedzone jest
losowaniem numeru wiersza:

r = Random(0,1)
Clr,n(x)] = n(x)+ Alr]. (A.4)

Powyzsze operacje wykonuja sie tylko wtedy, gdy wybrany wezet nie jest zdefiniowany
jako przeszkoda. W przeciwnym wypadku nowy stan wezta okreslany jest na podstawie
warunkow brzegowych (z poslizgiem, bez poslizgu lub innych) - rys. A.2.

Start

Nie i Tak

Kolizja pomiedzy
czastkami

Kolizja
z przeszkoda

l

Przesuniecie

Rysunek A.2: Algorytm kolizji.
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Kod zrédtowy modelu gazu sieciowego FHP-III

Operator translacji przesuwa czastke z danego wezla do najblizszego sasiada wzdluz
wektora predkodci tej czastki. Zadanie to realizuje sie poprzez zastosowanie operatorow
bitowych | i & dla kazdego najblizszego sasiada:

nx+cy) |= (28 & n(x)) (A.5)

gdzie k=0,.., NN — 1.

A.2 Kod 7Zrédlowy modelu gazu sieciowego FHP-III

Ponizsze fragmentu kodu zostaly napisane w jezyku C# i nie stanowia samodzielnej
aplikacji. Przedstawiona implementacja klasy dla modelu FHP-III nie uwzglednia m.in
warunkow poczatkowych oraz cykliczny warunkoéw brzegowych.

private int NodesTable [ ,]; //tablica weztdw automatu komdrkowego
private int BoundryTable|,]; //tablica przeszkdd
private Random rand = new Random(); //generator liczb losowych
private int[,] C = { //tablica z regutami kolizji
{

0, 1, 2, 3, 4, 66, 6, 7, 8, 36, 68, 38, 12, 74, 14, 15,

16, 96, 9, 98, 72, 42, 13, 102, 24, 52, 84, 45, 28, 90, 30, 110,

32, 33, 65, 35, 18, 19, 69, 39, 80, 81, 21, 83, 26, 54, 77, 87,

48, 49, 41, 51, 104, 105, 27, 107, 56, 57, 116, 117, 60, 122, 93, 63,

64, 34, 5, 67, 10, 11, 70, 71, 20, 100, 22, 23, 76, 86, 78, 79,

40, 50, 73, 101, 44, 106, 46, 47, 88, 58, 108, 109, 92, 62, 94, 95,

17, 97, 37, 99, 82, 43, 75, 103, 25, 114, 85, 55, 29, 118, 31, 111,

112, 113, 53, 115, 89, 59, 91, 119, 120, 121, 61, 123, 124, 125, 126, 127

} b
{
0, 1, 2, 3, 4, 66, 6, 7, 8, 18, 68, 69, 12, 22, 14, 15,
16, 96, 36, 37, 72, 42, 74, 75, 24, 104, 44, 54, 28, 108, 30, 110,
32, 33, 65, 35, 9, 98, 11, 39, 80, 50, 21, 101, 84, 27, 86, 87,
48, 49, 81, 51, 25, 114, 45, 107, 56, 57, 89, 117, 60, 122, 93, 63,
64, 34, 5, 67, 10, 38, 70, 71, 20, 82, 13, 102, 76, 46, 78, 79,
40, 41, 100, 43, 26, 106, 77, 47, 88, 116, 29, 118, 92, 62, 94, 95,
17, 97, 19, 99, 73, 83, 23, 103, 52, 53, 85, 55, 90, 91, 31, 111,
112, 113, 105, 115, 58, 59, 109, 119, 120, 121, 61, 123, 124, 125, 126, 127
}

s

W powyzszym listingu przedstawiono jawna postac¢ tablicy kolizji C. Zaktadamy, ze
tablice zawierajace wezly automaty (NodesTable) i przeszkody(BoundryTable) sa juz
wypelnione.

public void EvolutionCollisionStep () //operator kolizji

{

var afterCollision = new int|GasSize.Width, GasSize.Height |;

for (var i = 0; i < GasSize.Width; i++)

{ for (var j = 0; j < GasSize.Height; j++)
{ if (BoundryTable[i, j] = 0) //kolizja czgstek
afterCollision|[i, j] = C|[rand.Next(2), NodesTable[i, j]|];
else //kolizja z przeszkodq (bez poSlizgu)
afterCollision[i, j] |= ((1 & NodesTable[i, j]) << 3);
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Kod zrédtowy modelu gazu sieciowego FHP-III

afterCollision[i, j| |= ((2 & NodesTable[i, j]) << 3);
afterCollision[i, j] |= ((4 & NodesTable[i, j]) << 3);
afterCollision[i, j| |= ((8 & NodesTable[i, j]) >> 3);
afterCollision[i, j] |= ((16 & NodesTable[i, j]) >> 3);
afterCollision [i, j] |= ((32 & NodesTable[i, j]) >> 3);

}

NodesTable = afterCollision

Metoda FEvolutionCollisionStep jest odpowiedzialna za kolizje czastek z przeszkodami
jak rowniez z innymi czastkami. Dla kazdego wezta obliczany jest nowy stan, ktory
zapisywany jest w tablicy tymczasowej a fterCollision. Po uaktualnieniu stanéw wszyst-
kich weztow zawarto$é tablicy tymczasowej staje sie zawartoscig tablicy wezlow automatu
komorkowego.

public void EvolutionTranslationStep() //operator przesuniecia

{
var afterTranslation = new int[GasSize.Width, GasSize.Height];
var boundryTable = BoundryTable;
for (var i = 0; i < GasSize.Width; i++)
{
for (var j = 0; j < GasSize.Height; j++)
{ //dla kazdego najblizszego sgsiada:
var z = (j — 1) % 2;
afterTranslation [i + 2z, j + 1] |= (1 & NodesTable[i, j]);
afterTranslation [i + 1, j]| |= (2 & NodesTable[i, j]);
afterTranslation [i + 2z, j — 1] |= (4 & NodesTable[i, j]);
afterTranslation [i — 1 + z, j — 1] |= (8 & NodesTable[i, j]);
afterTranslation [i — 1, j]| |= (16 & NodesTable[i, j]);
afterTranslation [i — 1 + z, j + 1] |= (32 & NodesTable[i, j]);
afterTranslation [i, j] |= (64 & NodesTable[i, j]);
}
NodesTable = afterTranslation ;
}

Przesuniecie czastek gazu sieciowego realizowane jest w metodzie EvolutionTranslationStep.
Dla kazdego wezta o indeksach ¢, 7 aktualizowane sa stany jego szesciu sasiadéw oraz jego
samego. Zadaniem zmiennej z jest umozliwienie wskazania sasiadow wzdluz wektorow
sieci trojkatnej automatu komorkowego.
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Dodatek B

Wizualizacja p6l wektorowych

B.1 Wizualizacja p6l wektorowych metoda Line Inte-
gral Convolution

Symulacje komputerowe przeptywu plynoéw charakteryzuja sie tym, ze bardzo czesto
wynikami koricowymi (lub posrednimi) sa pola skalarne (np. gestosci, ci$nienia) i wek-
torowe (pola predkosci). Jednym z najprostszych sposobow wizualizacji pol skalarnych
jest reprezentacja kazdej wartosci w postaci koloru, ktérego nasycenie zalezy wprost od tej
wartosci. W przypadku pol wektorowych problem jest bardziej skomplikowany: oprocz
wartosci dlugos$ci wektora nalezy pokaza¢ réowniez jego nachylenie. Mozna tego dokonac
poprzez zilustrowanie pola wektorowego jako zbior strzatek, z ktorych kazda przyporzad-
kowana jest jednemu wektorowi z pola (rys. B.1).
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Rysunek B.1: Wizualizacja pola wektorowego za pomoca strzatek. Obraz przedstawia
przeszkode oplywang przez ciecz z dwéch kierunkoéw.

W przypadku zastosowania powyzszej metody do graficznej reprezentacji pol predkosci
plynu pojawia sie pewne, istotne ograniczenie: niemozliwe jest zilustrowanie strug ptynu.

Metoda Line Integral Convolution (LIC) zostala zaprezentowana przez B. Cabral’a i

L. Leedom’a w 1993 roku . Ze wzgledu na swoja efektywnosé i jako$¢ otrzymywanych
obrazéw bardzo szybko znalazta swoje miejsce w wizualizacji wynikéw naukowych [15].
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Wizualizacja pél wektorowych metoda Line Integral Convolution

B.1.1 Algorytm LIC

Na podstawie pola wektorowego V' i funkcji szumu 7" (losowej tekstury w postaci bitmapy)
LIC generuje obrazy przedstawiajace krzywe, ktore w kazdym punkcie ilustruja kierunki
wektoréow z pola.

Algorytm metody polega na obliczeniu nasycenia (lub wartosci jednej ze sktadowej RGB)
koloru dla kazdego wektora z pola wedlug nastepujacego wzoru:

I(zo) = / " ks — so)T(0(s))ds (B.1)

o—L

Funkcja o(s) reprezentuje struge ptynu sparametryzowana miara tukowa s. Wartosci o(s)
wyznacza sie bezposrednio z pola wektorowego V' stosujac aproksymacje, badz metody
catkujace (np. Runge-Kutta) [16]|17]. Punkt o = o(s0), L jest potowa dlugosci drogi
catkowania, natomiast funkcja £ jest znormalizowana (B.2) waga (funkcja filtru).

/SO+L k(s —sp)ds =1 (B.2)

o—L

Calka (B.1) moze by¢ uproszczona do postaci dyskretnej:

I(zo) = Y kiT(x:), ;=0(so+ihy) (B.3)

i=—n

Wartosé hy; reprezentuje odlegtosé pomiedzy dwoma punktami pomiarowymi. Analizujac
granice sumowania stwierdzamy, ze liczba punkow, ktore musza zosta¢ uwzglednione dla
jednej wartosci xp, wynosi 2n + 1. Funkcja filtrujaca zostata wybrana w nastepujacej
postaci:

1 n
2n+1 Z (B-4)

W literaturze wzér (B.4) nosi nazwe Uniform Weighted Function (UWF). Rysunek B.2

przedstawia przyktadowe wizualizacje pol wektorowych, otrzymanych podczas analizy
modelu gazu sieciowego FHP-III.
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Wizualizacja pél wektorowych metoda Line Integral Convolution

Rysunek B.2: Wizualizacja pél predkosci ptynu FHP-III za pomocag algorytmu LIC.
Rozmiar uktadu wynosi 3056 x 1024LU, rozmiar przeszkody 96 x 288 LU Ssrednia gestosc¢
p = 1.32, gradient cisnienia Ap/Ax = 1.1 107, dtugos¢ krzywej catkowania L = 30.
Dane do rysunkéw pobrano w 3000, 6000, i 9000 kroku symulacji.

Na rysunku B.3 zostal przedstawiony wplyw diugosci krzywej pradu L dla catki (B.1);
wraz ze zwiekszaniem sie dlugosci krzywej linie pradu staja sie bardziej wyrazne.

Rysunek B.3: Wizualizacja przeptywu ptynu

Wizualizacja p6l wektorowych nie jest jedynym zastosowaniem metody LIC: uzycie dowol-
nej bitmapy jako funkcji szumu 7' w réwnaniu (B.1) spowoduje znieksztalcenie wejs-
ciowego obrazu wzdltuz linii pradu wejSciowego pola wektorowego. To ,odwrotne” uzycie
LIC jest wykorzystywane w grafice komputerowej [15]; dzieki tej metodzie mozliwe jest
uzyskiwanie efektow rozmycia obrazu, ruchu, braku ostrosci. Rysunek B.4 przedstawia
modyfikacje obrazu ryby [19] za pomoca pola wektorowego otrzymanego dla przeptywu
plynu symulowanego modelem FHP-III.
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Wizualizacja pél wektorowych metoda Line Integral Convolution

Rysunek B.4: Przyktady modyfikacji bitmapy za pomoca pola wektorowego predkosci
pltynu. Uzyskane modyfikacje obrazu ryby zostaly otrzymane poprzez zastosowanie wzoru
(B.1) dla natezenia roznych sktadowych RGB. T = 6000 i L = 30 dla pola wektorowego.
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