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Streszczenie

Celem niniejszej pracy jest rozwi¡zanie problemu przepªywu przez zamkni¦t¡ ko-
mor¦ za pomoc¡ metody gazu sieciowego oraz szersze zapoznanie si¦ z wykorzystanym
modelem i jego implementacj¡.

Na pocz¡tku omawiam modele gazów sieciowych, ich ewolucj¦ oraz warto±ci makro-
skopowe. Przedstawiam równie» sposób implementacji modelu FHP-III, b¦d¡cy naj-
bardziej rozbudowanym wariantem modelu FHP. Nast¦pnie poruszam problem prze-
pªywu w komorze. Przedstawiam schemat zagadnienia, wyja±niam czym jest liczba
Reynoldsa oraz uwzgl¦dniam wszystkie parametry symulacji. Na koniec wyniki zostaªy
skonfrontowane z rozwi¡zaniami przepªywu przez komor¦ metod¡ wielosiatkow¡ (mul-
tigrid method) opracowane przez grup¦ badawcz¡ z University of Cincinnati. Caªo±¢
podsumowuj¦ analiz¡ i dyskusj¡ na temat otrzymanych wyników.

W dodatku A znajduj¡ si¦ wyniki testów poprawno±ci modelu FHP-III, natomiast
w dodatku B fragmenty kodu przeprowadzonej symulacji.
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Abstract

The aim of this study is to solve the driven-cavity �ow problem using the lattice-gas
cellular automata and to get acquainted with the lattice-gas models.

In the �rst part, the lattice-gas cellular automata models, their evolution and ma-
croscopic properties are presented. That leads to the most advanced FHP model and
its implementation. Next, the driven-cavity problem is described in the chapter two.
It contains the Reynolds number explanation and all the parameters of simulation.
Finally, the last part of the study validates the correctness of the simulation where
results are compared with the other study (U.Ghia, K.N. Ghia, C.T. Shin, University
of Cincinnati) that uses Multigrid method for driven-cavity problem. In addition, the
comparision is summed up with a short discussion about the results.

Appendix A contains the correctness tests of the FHP - III model and Appendix
B contains the partial code of the simulation.
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Wst¦p

W mechanice pªynów wyró»niamy kilka dziaªów, w szczególno±ci obliczeniow¡ dy-
namik¦ pªynów, która zajmuje si¦ rozwi¡zaniami numerycznymi zagadnie« zwi¡zanych
z przepªywami. Przy wykorzystaniu odpowiednich modeli i algorytmów mo»liwe jest
przybli»one wyznaczenie rozkªadu pr¦dko±ci, ci±nienia i innych parametrów przepªy-
wów. Podstawow¡ i najcz¦±ciej wykorzystywan¡ zale»no±ci¡ opisuj¡c¡ wpªyw siª na
ruch pªynu s¡ równania Naviera-Stokesa (N-S). Jest to ukªad cz¡stkowych, nielinio-
wych równa« ró»niczkowych. Rozwi¡zanie go stanowi jeden z najwa»niejszych pro-
blemów matematycznych, ogªoszony przez Instytut Clay jako problem Millenium [1].
W praktyce, równania N-S dyskretyzowane s¡ m.in. za pomoc¡ metody elementów
sko«czonych, metody ró»nic sko«czonych czy metody obj¦to±ci sko«czonych. Jednym
z koncepcyjnie najprostszych podej±¢ do rozwi¡zania problemów transportu przepªy-
wów, jest wykorzystanie modelu gazu sieciowego (Lattice Gas Cellular Automata) [2].
Polega on na symulacji pojedynczych cz¡steczek uªo»onych na regularnej sieci, które
poruszaj¡ si¦ zgodnie z zasadami automatów komórkowych.

1 Modele gazów sieciowych

Automaty komórkowe to modele matematyczne opisane przez regularn¡, dyskretn¡
siatk¦ komórek, gdzie ka»da komórka przyjmuje jeden stan ze sko«czonego zbioru sta-
nów. W ka»dym kroku czasowym stan ka»dej komórki ewoluuje wedªug ±ci±le okre±lo-
nych reguª, co nast¦puje równolegle dla wszystkich komórek. Reguªy te zale»¡ wyª¡cz-
nie od poprzedniego stanu komórki oraz sko«czonego zbioru jej s¡siadów. Najbardziej
popularnym i jednym z pierwszych automatów komórkowych jest Gra w »ycie wy-
my±lona w 1970 roku przez brytyjskiego matematyka Johna Conwaya [3]. Automaty
komórkowe wykorzystywane do symulacji zagadnie« hydrodynamicznych nazywamy
gazami sieciowymi. Zgodnie z de�nicj¡, w gazach sieciowych wyró»niamy reguªy, we-
dªug których ukªad zmienia si¦ w czasie. Mo»na je uj¡¢ w postaci trzech prostych
zasad:

• Z jednej komórki do nast¦pnej mo»e przemie±ci¢ si¦ tylko jedna cz¡stka.

• Ka»dy krok czasowy skªada si¦ z dwóch etapów: kolizji i przemieszczenia.

• Ka»da cz¡stka mo»e porusza¢ si¦ tylko w jednym kierunku z dyskretnego zbioru
kierunków.

Model HPP to pierwszy model gazu sieciowego opublikowany w 1973 roku i na-
zwany pierwszymi literami nazwisk jego twórców (Hardy, Y. Pomeau, de Pazzis) [2].
Ten dwuwymiarowy model opisany jest na sieci kwadratowej i reprezentuje interak-
cj¦ cz¡stek pªynu. Model wykazuje jednak wysok¡ anizotropowo±¢ [4]. W 1986 roku
U. Frisch, B. Hasslacher i Y. Pomeau zaproponowali zmian¦ siatki kwadratowej na
trójk¡tn¡ tworz¡c przy tym nowy model gazu sieciowego, nazwany modelem FHP [5].
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1.1 Model HPP

Model HPP opisany jest na sieci kwadratowej, gdzie wyró»niamy cztery mo»liwe kie-
runki poruszaj¡cych si¦ cz¡stek. Przykªadowe stany w¦zªa przedstawia rysunek 1.

Rysunek 1: HPP - przykªadowy stan w¦zªa. Biaªy punkt reprezentuje w¦zeª, czarny
punkt poruszaj¡c¡ si¦ cz¡stk¦ w okre±lonym kierunku (strzaªki).

Dyskretne kierunki cz¡stek przedstawia si¦ w postaci wektorów e i zapisuje
w postaci:

ei =
(

sin
(
π

2
i
)
, cos

(
π

2
i
))

i = 1, 2, 3, 4. (1)

Wektory e uªo»one s¡ wedªug schematu na rysunku 2:

Rysunek 2: HPP - wektory cz¡stek.

Sytuacje, w których cz¡stka poruszaj¡ca si¦ np. w prawo napotka cz¡stk¦
poruszaj¡c¡ si¦ w lewo nazywamy kolizj¡. W wyniku takich zderze« cz¡stki odbijaj¡
si¦ o 90 stopni, co w modelu HPP mo»liwe jest tylko w dwóch przypadkach.
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Rysunek 3: HPP - mo»liwe kolizje mi¦dzycz¡steczkowe.

Model zachowuje zasad¦ zachowania p¦du, masy oraz symetrii. Nie speªnia
jednak kilku wa»nych �zycznych wªasno±ci. Na przykªad brakuje tu tzw. niezmienno±ci
rotacyjnej, co powoduje, »e wiry i rozchodz¡ce si¦ fale maj¡ ksztaªt kwadratowy [4].

1.2 Model FHP

W porównaniu do swojego poprzednika, model FHP reprezentuje interakcj¦ mi¦dzy
cz¡stkami na siatce trójk¡tnej. Wówczas dyskretny zbiór mo»liwych kierunków cz¡stek
powi¦ksza si¦ o dwa dodatkowe, a co za tym idzie istnieje wi¦cej przypadków kolizji
mi¦dzycz¡steczkowych. Odbicia realizowane s¡ w formie obrotów o 60 stopni.

Rysunek 4: FHP - przykªadowy stan w¦zªa (A) oraz wektory cz¡stek (B).

Podobnie jak w modelu HPP, dyskretne kierunki cz¡stek mo»na zapisa¢ w
postaci wektorów:

ei =
(

cos
(
π

3
i
)
, sin

(
π

3
i
))

i = 1, 2, ..., 6. (2)
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Wmodelu FHP wyró»niamy trzy warianty: FHP-I, FHP-II i FHP-III. Pierw-
szy z nich nie przewiduje nieporuszaj¡cej si¦ cz¡stki i wykazuje najwi¦ksz¡ lepko±¢ w
stosunku do pozostaªych. Warianty FHP-II i FHP-III zakªadaj¡ istnienie cz¡stki sta-
tycznej, natomiast ró»ni¡ si¦ pomi¦dzy sob¡ ilo±ci¡ mo»liwych kolizji mi¦dzycz¡stecz-
kowych. Poni»sza ilustracja przedstawia kilka ich przykªadów w zale»no±ci od wariantu
modelu.

Rysunek 5: FHP - Przykªady kolizji mi¦dzycz¡steczkowych

1.3 Implementacja modelu FHP-III

Wiele testów numerycznych udowadnia, »e FHP-III wykazuje najlepsze wªasno±ci na
tle pozostaªych wariantów modelu FHP [6]. Z tego wzgl¦du w niniejszej pracy skupiono
si¦ na jego implementacji.

Model FHP opisany jest na sieci trójk¡tnej. Wyró»niamy tam regularnie
uªo»one w¦zªy, gdzie w przypadku modelu FHP-III ka»dy z nich mo»e przechowa¢
maksymalnie 7 cz¡stek. Stan ka»dego z w¦zªów mo»na zapisa¢ za pomoc¡ ci¡gu 7
bitów gdzie ka»dy z nich oznacza czy cz¡stka zmierza z danego kierunku (1) czy nie
(0). W ten sposób do reprezentacji sieci mo»na wykorzysta¢ dwuwymiarow¡ tablic¦,
gdzie ka»da jej komórka przechowuje liczb¦ caªkowit¡ o warto±ci, której reprezentacja
binarna odpowiada stanowi w¦zªa. W modelu FHP-III istnieje 128 mo»liwych stanów
[8].

Rysunek 6: FHP-III - implementacja w¦zªa, gdzie: a. zapis w komórce tablicy, b. zapis
w postaci binarnej, c. posta¢ w¦zªa.
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Taka implementacja umo»liwia zapis interakcji mi¦dzy cz¡stkami za pomoc¡
operatorów logicznych. Na przykªad, przesuni¦cie bitowe w prawo lub w lewo o 3 bity
umo»liwia odbicie cz¡stki bez po±lizgu [7]. Jest to jeden ze sposobów realizacji odbi¢ ze
±ciankami i przejawia si¦ odbiciem wektora pr¦dko±ci cz¡stki o 180 stopni. Wyró»niamy
te» odbicie z po±lizgiem, gdzie cz¡stka nie spowalnia na powierzchni przeszkody [8].
Innym przykªadem wykorzystania operatorów logicznych, to przemieszczenie cz¡stek
po sieci, który realizowany jest przy wykorzystaniu koniunkcji, która umo»liwia spraw-
dzenie, czy dana cz¡stka znajduje si¦ w danym w¦¹le. Nast¦pnie, cz¡stka wpisywana
jest w odpowiedni s¡siedni w¦zeª wskazywany przez wektor cz¡stki.

Istotne jest rozró»nienie etapów przed i po kolizji. Przed kolizj¡ cz¡stki wy-
chodz¡ z w¦zªa zgodnie z wektorami sieci. Kiedy spotykaj¡ si¦ z innymi cz¡stkami z
s¡siednich w¦zªów, zmierzaj¡ do w¦zªa i mo»e nast¡pi¢ kolizja.

Rysunek 7: FHP-III - schemat kolizji.

Nast¦puje wtedy zmiana w¦zªa wedªug ustalonych zasad kolizji. Najpro±ciej
jest przechowywa¢ je w osobnej tablicy pod postaci¡ liczb caªkowitych, gdzie ka»da
z nich reprezentuje stan po kolizji. Model FHP-III posiada najbardziej rozbudowany
mo»liwy ich zbiór a w tym kolizje czterocz¡stkowe. To dzi¦ki temu wykazuje najmniej-
sz¡ lepko±¢ w porównaniu do innych wariantów modelu FHP.

Bior¡c pod uwag¦ wspomniane wcze±niej reguªy obowi¡zuj¡ce w gazach sie-
ciowych oraz poszczególne etapy interakcji mi¦dzycz¡steczkowych, symulacja modelu
FHP przebiega wedªug algorytmu:

1. Ustaw stan pocz¡tkowy sieci.

2. Sprawd¹ czy wyst¦puje kolizja. Je»eli tak � post¦puj zgodnie z reguª¡ kolizji. Je»eli
nie � id¹ do punktu 3.

3. Przesu« cz¡stki zgodnie z ich wektorami pr¦dko±ci.

4. Wró¢ do punktu 2.
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1.4 Wielko±ci makroskopowe

Modele HPP i FHP zachowuj¡ mas¦ i p¦d. Poni»szy wzór ilustruje równie» zachowanie
symetrii:

z∑
i=1

ei = 0, (3)

gdzie z jest liczb¡ wektorów sieci.

Lokalna pr¦dko±¢ zde�niowana jest przez sum¦ iloczynów wszystkich wek-
torów sieci i liczby n b¦d¡cej informacj¡ o obsadzeniu danego kierunku przez cz¡stk¦.
Liczba n przyjmuje warto±ci 1 lub 0 w zale»no±ci od obecno±ci cz¡stki poruszaj¡cej si¦
z danego kierunku sieci:

~v =
1
ρ

z∑
i=1

eini. (4)

Lokalna g¦sto±¢ ρ odpowiada sumie liczb cz¡stek znajduj¡cych si¦ we wska-
zanych kierunkach przez wektory sieci ei. W przypadku rozpatrywania wi¦kszych ob-
szarów jest to stosunek sumy cz¡stek poruszaj¡cych si¦ w tym obszarze do ich maksy-
malnej ilo±ci:

ρ =
z∑
i=1

ni. (5)

Wyró»niamy równie» wielko±¢ zwan¡ g¦sto±ci¡ na kierunek d, b¦d¡c¡ sto-
sunkiem lokalnej g¦sto±ci do liczby wektorów sieci:

d =
ρ

z
. (6)

Przedstawione modele gazu sieciowego charakteryzuj¡ si¦ wysok¡ obecno±ci¡
szumu statystycznego w rozwi¡zaniach. Wpªywa to znacznie na wyniki oblicze« bada-
nych zagadnie«. Zwykle stosuje si¦ metod¦ u±redniania wyników w czasie i lokalnej
przestrzeni, co przejawia si¦ ich istotn¡ popraw¡ [12].
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2 Przepªyw w zamkni¦tej komorze

Przepªyw w zamkni¦tej komorze, zwykle bardziej znany pod angielskim tªumaczeniem
Lid-Driven Cavity, jest jednym z najcz¦±ciej analizowanych problemów obliczeniowej
dynamiki pªynów. Powód, dla którego jest on ch¦tnie wykorzystywany to m.in. proste
warunki brzegowe i geometria ukªadu. Ponadto, przy odpowiedniej wizualizacji mo»-
na uzyska¢ bardzo interesuj¡ce rezultaty. Obecnie pojawiaj¡ si¦ jego ró»ne warianty,
gªównie ró»ni¡ce si¦ geometri¡ komory np. trójk¡t lub trapez [9]. W ramach tej pracy
wykorzystano najbardziej klasyczny przypadek komory kwadratowej.

2.1 Opis zagadnienia

Rozwa»any problem dotyczy nie±ci±liwego przepªywu przez kwadratow¡ komor¦, gdzie
górna pokrywa porusza si¦ z zadan¡ pr¦dko±ci¡. Pozostaªe ±cianki naczynia nie poru-
szaj¡ si¦ a cz¡stki, w wyniku zderze« odbijaj¡ si¦ bez po±lizgu. Ruch górnej pokrywy
wpªywa na ruch cz¡stek znajduj¡cych si¦ w naczyniu, które zaczynaj¡ pod¡»a¢ za po-
kryw¡ i odbija¢ od ±cianek, co w efekcie powoduje tworzenie si¦ charakterystycznego
wiru w komorze. Gdy pªyn uzyskuje du»¡ pr¦dko±¢, mniejsze wiry zaczynaj¡ pojawia¢
si¦ w rogach komory.

Zagadnienie zostaªo zilustrowane na rysunku 8.

Rysunek 8: Schemat przepªywu w komorze.
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2.2 Liczba Reynoldsa

Liczb¦ Reynoldsa (Re) wyra»amy jako zale»no±¢ mi¦dzy wymiarem charakterystycz-
nym ukªadu, pr¦dko±ci¡ charakterystyczn¡ pªynu oraz lepko±ci¡ kinematyczn¡, co de-
�niuje wzór 7.

Re =
l · ~v
ν
. (7)

W obr¦bie prezentowanego zagadnienia, pr¦dko±¢ charakterystyczn¡ ~v ro-
zumiemy jako pr¦dko±¢ górnej pokrywy. Wymiar charakterystyczny l odnosi si¦ do
wymiaru, który ma bezpo±redni wpªyw na stateczno±¢ ruchu pªynu, natomiast lepko±¢
kinetyczna ν jest parametrem �zycznym okre±lonym jednoznacznie, niezale»nie od ru-
chu pªynu. W przypadku modelu FHP-III jest to wielko±¢ zde�niowana wedªug wzoru
[12]:

ν =
1
28

1
(d(1− d))

1
1− 8d(1− d)/7

− 1
8
, (8)

gdzie wielko±¢ d jest g¦sto±ci¡ na kierunek, okre±lan¡ jako:

d =
ρc
z
, (9)

a ρc rozumiemy jako g¦sto±¢ w caªym ukªadzie [6] [12].

Liczba Re stanowi kryterium stateczno±ci ruchu pªynów. Jest to bezwymia-
rowa liczba, wyra»aj¡ca równowag¦ pomi¦dzy siªami lepko±ci, a siªami bezwªadno±ci.
Niska pr¦dko±¢ i wysoka lepko±¢ charakteryzuj¡ si¦ maª¡ warto±ci¡ Re. Wtedy prze-
pªyw jest laminarny, poniewa» przewa»aj¡ siªy lepko±ci. Gdy warto±¢ Re jest ni»sza
ni» 1, mówimy o przepªywie Stokes'a, lub przepªywie peªzaj¡cym (ang. creeping �ow)
[10]. Z takimi przepªywami mamy do czynienia w o±rodkach porowatych. W przypadku
wi¦kszej warto±ci pr¦dko±ci poruszaj¡cego si¦ pªynu, ni»szej lepko±ci i przy wi¦kszym
wymiarze ukªadu, liczba Reynoldsa jest du»a. Nast¦puje wtedy przewaga siª bezwªad-
no±ci nad siªami lepko±ci. Dla bardzo wysokich Re, przepªyw mo»e sta¢ si¦ niestabilny,
turbulentny [10].

Dla ka»dego przepªywu istnieje pewna krytyczna warto±¢ liczby Reynoldsa
Recr, powy»ej której przepªyw turbulentny jest obserwowany. Jednak przekroczenie jej
nie daje na to gwarancji, poniewa» nie istnieje uniwersalna warto±¢ Recr dla dowolnego
rodzaju przepªywu. Zwykle zale»y ona od rozpatrywanej sytuacji oraz od warto±ci,
jakie zostaªy uwzgl¦dnione za charakterystyczn¡ pr¦dko±¢ ukªadu, czy jego wymiar.
Zatem Recr jest raczej ogólnym przybli»eniem, opartym na do±wiadczeniach.
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2.3 Implementacja

Ukªad

Symulacj¦ przeprowadziªam na ukªadzie o wymiarach 129× 129j.s. (jedno-
stek sieci), zaimplementowanym w sposób przedstawiony na rysunku 9.

Rysunek 9: Schemat ukªadu.

Obszar B stanowiª obszar poruszaj¡cego si¦ ze staª¡ pr¦dko±ci¡ pªynu, nato-
miast obszar A wypeªniony byª cz¡stkami z zadan¡ g¦sto±ci¡. W obszarze C wyst¦po-
waªy ±cianki, od których wektor pr¦dko±ci cz¡stek odbijany byª o 180 stopni (wariant
odbi¢ bez po±lizgu).

Górna pokrywa

Górna pokrywa (obszar B) o grubo±ci 2j.s., stanowiªa rezerwuar przepªywa-
j¡cego pªynu, którego pr¦dko±¢ wyznaczana byªa na zasadzie specjalnie dobranych pa-
rametrów. Ustaliªam siedem liczb p0, p1, p2, ..., p6 stanowi¡cych prawdopodobie«stwo
wyst¡pienia pojedynczej cz¡stki z pr¦dko±ci¡ w danym kierunku, które dodawaªam do
górnej pokrywy. Takie rozwi¡zanie umo»liwiªo kontrol¦ pr¦dko±ci obszaru B i warto±ci
liczby Re.

G¦sto±¢

Obszar A zostaª wypeªniony pojedynczymi cz¡stkami, poruszaj¡cymi si¦ w
jednym z siedmiu mo»liwych kierunków. Zapewniªo to w ukªadzie warto±¢ g¦sto±ci
na kierunek równ¡ d = 1/7. Poniewa» w trakcie trwania symulacji dodawano kolejne
cz¡stki do obszaru B z takim samym prawdopodobie«stwem dla wszystkich ukªadów,
g¦sto±¢ ro±nie i stabilizuje si¦ przy ±redniej maksymalnej g¦sto±ci na kierunek dmax =
2/7.
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Liczba Reynoldsa

Warto±¢ liczby Re zale»y od zmiennych parametrów: g¦sto±¢ ukªadu i pr¦d-
ko±¢ górnej pokrywy. Dlatego liczono j¡ w momencie, gdy obie te wielko±ci ustabilizo-
waªy si¦ i zostaªy u±rednione. Ka»da pojedyncza symulacja stanowiªa odr¦bny ukªad
o innych parametrach, a co za tym idzie � inn¡ warto±ci¡ liczby Re.

Poprawa wyników

Wizualizacja symulacji opartych na sieci trójk¡tnej zale»y od sposobu ich
prezentacji. Ta sie¢ posiada jeden wiersz przesuni¦ty wzgl¦dem drugiego. Wykorzy-
stywanie dwuwymiarowych tablic do przechowywania i odczytywania poszczególnych
w¦zªów nie uwzgl¦dnia takiego przesuni¦cia. Warto±ci w wierszach nie znajduj¡ si¦
idealnie pod sob¡, dlatego numerowanie wyników po indeksach tablicy i prezentacja
danych zacieraj¡ rzeczywist¡ geometri¦ ukªadu. Wobec tego wykorzystaªam metod¦
interpolacji - dla nieparzystych wierszy sieci ka»d¡ warto±¢ i jej nast¦pnego s¡siada
u±redniªam. Dla ostatniego w¦zªa pozostawiªam t¦ sam¡ warto±¢, cho¢ mo»na byªo w
tym przypadku skorzysta¢ z ekstrapolacji. Na rysunkach 10, 11 znajduj¡ si¦ schemat
metody i uzyskany rezultat.

Rysunek 10: Schemat interpolacji.
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Rysunek 11: Efekt uzyskany przed (lewo) i po (prawo) interpolacji.

Ze wzgl¦du na wyst¦powanie szumu, wyniki u±redniªam w czasie, który dla
ka»dej symulacji wynosiª 200000 kroków. Jest to niezb¦dna poprawka w przypadku
tego typu modeli. Zaleca si¦ równie» u±rednianie w przestrzeni [12], jednak w obr¦bie
tej pracy ten krok zostaª pomini¦ty.
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3 Analiza wyników

Wiele prac zajmuj¡cych si¦ rozwi¡zaniem problemu przepªywu w zamkni¦tej komo-
rze, odwoªuje si¦ do wyników z [13]. Znajduj¡ si¦ tam rozwi¡zania przy wykorzystaniu
metody wielosiatkowej (multigrid method). Ze wzgl¦du na ró»norodno±¢ i ich precy-
zyjn¡ analiz¦, szczególnie pod wzgl¦dem warto±ci liczby Re, stanowi¡ one dobre kryte-
rium porównawcze. Cho¢ metoda wielosiatkowa znacznie odbiega od wykorzystanego
w niniejszej pracy modelu gazu sieciowego, nie przeszkadza to w analizie uzyskanych
wyników, które stanowi¡ rozwi¡zanie tych samych równa« ró»niczkowych N-S.

3.1 Wyniki

Wyniki opracowaªam dla poszczególnych liczb Reynoldsa: 120, 400, oraz 1050 z pomoc¡
programu Paraview (www.paraview.org) i porównaªam z wynikami [13] dla Re 100, 400 i
1000. Wszystkie symulacje przeprowadziªam na ukªadzie o wymiarach 129×129 a ka»da
z nich trwaªa 200000 kroków czasowych. Po okoªo 3000 kroku ukªad osi¡gaª równowag¦.
Okre±liªam j¡ na podstawie zmiany masy w ukªadzie, która zacz¦ªa utrzymywa¢ si¦
przy staªej warto±ci oraz na podstawie obserwacji pr¦dko±ci cz¡stek. Dla pewno±ci, po
5000 kroku nast¡piª pomiar potrzebnych warto±ci. Na koniec wyniki zostaªy u±rednione
w czasie.

Wszystkie w¦zªy sieci poza obszarem górnej pokrywy i ±cianek wypeªniªam
z tak¡ sam¡ g¦sto±ci¡. W ka»dym w¦¹le umieszczaªam cz¡stk¦ o losowym wektorze
pr¦dko±ci, co daje w chwili pocz¡tkowej g¦sto±¢ na kierunek równ¡ d = 1/7. Nast¦pnie
w ka»dym kroku symulacji dodawaªam pojedyncze cz¡stki w górnej pokrywie w zale»-
no±ci od ustalonego prawdopodobie«stwa. Dla ka»dego ukªadu warto±ci byªy dobierane
tak, by g¦sto±¢ w ukªadach byªa zachowana.

Program paraview umo»liwia m.in. wygenerowanie linii pr¡du, co daje wgl¡d
w zachowanie cz¡steczek pªynu w symulacji. Poni»ej zestawiono rysunki dla wszystkich
ukªadów przedstawiaj¡ce pole pr¦dko±ci w ukªadzie oraz linie pr¡du.

Rysunek 12: Pole pr¦dko±ci dla L=129x129. Od lewej Re: 120, 400, 1050.
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Rysunek 13: Linie pr¡du dla L=129x129. Od lewej Re: 120, 400, 1050.

Jedn¡ z najprostszych metod analizy wyników jest porównanie ksztaªtu
gªównego wiru oraz mniejszych u doªu. Rogi s¡ podatne na ich formowanie si¦ przez
intensywny ruchu pªynu i geometri¦ ukªadu. Porównaªam sposób i kolejno±¢ ich ksztaª-
towania si¦ z wynikami z [13] i zestawiªam na Rysunku 14. Prawy dolny wir jest naj-
wi¦kszy dla warto±ci Re równej 1050, natomiast lewy róg najdªu»ej si¦ formuje, co
zgadza si¦ z przedstawionym porównaniem.

Rysunek 14: Porównanie linii pr¡du z [13].
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Bardziej szczegóªow¡ analiz¦ rozwi¡za« przepªywu w komorze stanowi po-
równanie wykresów przedstawiaj¡cych pr¦dko±ci u, v w centrum geometrycznym ko-
mory, gdzie u jest skªadow¡ pr¦dko±ci vx, natomiast v skªadow¡ vy. Pr¦dko±¢ v liczona
byªa wzdªu» osi A, natomiast pr¦dko±¢ u wzdªu» osi B, jak na rysunku 15.

Rysunek 15: Centrum geometryczne komory: ukªad osi A, B wzdªu» których liczono
pr¦dko±ci u, v.

Warto±ci pr¦dko±ci u oraz v zestawiono z [13] na wykresach zamieszczonych
poni»ej.

Rysunek 16: Porównanie warto±ci pr¦dko±ci v dla Re 120 z [13] (Re 100).
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Rysunek 17: Porównanie warto±ci pr¦dko±ci u dla Re 120 z [13] (Re 100).

Rysunek 18: Porównanie warto±ci pr¦dko±ci v dla Re 400 z [13] (Re 400).
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Rysunek 19: Porównanie warto±ci pr¦dko±ci u dla Re 400 z [13] (Re 400).

Rysunek 20: Porównanie warto±ci pr¦dko±ci v dla Re 1050 z [13] (Re 1000).

20



Rysunek 21: Porównanie warto±ci pr¦dko±ci u dla Re 1050 z [13] (Re 1000).

Nie trudno zauwa»y¢ ró»nicy mi¦dzy otrzymanymi warto±ciami a pr¦dko-
±ciami pochodz¡cych z [13]. Ksztaªt wykresu zachowany jest szczególnie w przypadku
wyników dla Re = 400, dla pozostaªych wida¢ pewn¡ rozbie»no±¢. Dla Re = 120 i
Re = 1050 najwi¦ksze i najmniejsze warto±ci v s¡ niemal identyczne, natomiast pozo-
staªe wzdªu» ±rodka ukªadu s¡ wi¦ksze. Przede wszystkim mo»e by¢ to spowodowane
ró»nic¡ warto±ci Re. Chocia» jest ona nie wielka, by¢ mo»e znacz¡co wpªywa na wy-
niki. Ponadto, centrum geometrycznie nie koniecznie znajduje si¦ dokªadnie w ±rodku
ukªadu. Minimalne przesuni¦cie osi, wzdªu» której zbierano wyniki lub u±rednienie ich
w obszarze centrum mogªoby poprawi¢ zaistniaªe ró»nice.

Warto równie» wzi¡¢ pod uwag¦ metody rozwi¡zania zagadnienia. Szum sta-
tystyczny obecny w gazach sieciowych ma du»y wpªyw na wyniki, dlatego dodatkowe
u±rednienie w przestrzeni by¢ mo»e poprawiªoby ksztaªt wykresów. Inn¡ widoczn¡ ró»-
nic¡ jest wielko±¢ mniejszych wirów, za co prawdopodobnie odpowiada czas symulacji.
Dodatkowo linie pr¡du, na przykªad dla wyników o Re = 1050, w miejscu prawego
rogu komory ukªadaj¡ si¦ w inny sposób ni» w przypadku [13] dla Re = 1000, gdzie
tworz¡cy si¦ tam wir jest wyra¹nie wi¦kszy. St¡d warto±ci pr¦dko±ci mog¡ si¦ ró»ni¢.

3.2 Dodatkowe uwagi

Gªównym powodem ró»nic w prezentowanych wynikach jest niepewno±¢ co do warto±ci
liczby Reynoldsa. Wszystkie ukªady miaªy ten sam wymiar i wypeªniane byªy z tak¡
sam¡ g¦sto±ci¡. Jednak dodawanie pojedynczych cz¡stek w górnej pokrywie znacznie
wpªywa na lepko±¢ kinematyczn¡ w ukªadzie, zgodnie ze wzorem 8. Chocia» masa
stabilizowaªa si¦ przy pewnej warto±ci, nie byªa dla wszystkich ukªadów identyczna.
Niewielka zmiana parametrów p0 − p6, czyli prawdopodobie«stwa z jakim dodawano
cz¡stki, znacznie wpªywa zarówno na mas¦ w ukªadzie jak i na pr¦dko±¢ górnej pokry-
wy, a co za tym idzie na warto±¢ liczby Re. Parametry dobieraªam w ten sposób, by
w ka»dym z ukªadów dodawa¢ te sam¡ ilo±¢ cz¡stek. Jednak w celu uzyskania ró»nych
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warto±ci Re takie rozwi¡zanie si¦ nie sprawdza. Na przykªad, du»¡ pr¦dko±¢ uzyska¢
najªatwiej, poniewa» wystarczy z du»ym prawdopodobie«stwem dodawa¢ cz¡stki o do-
datniej warto±ci pr¦dko±ci. W celu uzyskania mniejszej pr¦dko±ci (np. dla Re=100) i
jednocze±nie zachowania masy, powinnam dodawa¢ cz¡stki o ujemnej warto±ci pr¦d-
ko±ci z t¡ sam¡ cz¦sto±ci¡. To z kolei powoduje, »e uzyskana pr¦dko±¢ jest za maªa a
gªówny wir w komorze maªo wyra¹ny. By¢ mo»e dªu»szy czas symulacji pomógªby w
takiej sytuacji, jednak to równie» mogªoby wpªywa¢ na mas¦ w ukªadzie. Jak wida¢,
prezentowany sposób przyspieszania górnej pokrywy niesie za sob¡ pewne problemy.

Rozmiar ukªadu równie» mo»e znacz¡co wpªywa¢ na jako±¢ wyników. Nie
trudno to zauwa»y¢ bior¡c pod uwag¦ na przykªad rozkªad w¦zªów sieci w rogach dla
mniejszego i wi¦kszego ukªadu. Wiry tworz¡ce si¦ w rogach wi¦kszego ukªadu b¦d¡
zawsze mniej znieksztaªcone ni» te w mniejszym. Najªatwiej zobrazowa¢ t¦ zale»no±¢
na wykresie dla ró»nych rozmiarów sieci. Na rysunku 22znajduje si¦ wykres pr¦dko±ci
v w centrum geometrycznym (o± A) dla ukªadów o ró»nej wielko±ci.

Rysunek 22: Warto±ci pr¦dko±ci v dla ró»nych rozmiarów ukªadu, gdzie: Re ≈ 650,
czas symulacji t = 30000 kroków.

Chocia» dostosowano rozmiar do [13], prawdopodobnie zwi¦kszenie go by-
ªoby lepszym rozwi¡zaniem, poniewa» wraz ze wzrostem rozmiaru L ro±nie krzywizna
wykresu pr¦dko±ci. Wykorzystanie podobnego rozmiaru sieci miaªoby wi¦cej korzy±ci w
przypadku porównywania wyników rozwi¡zania zagadnienia t¡ sam¡ metod¡. Z pew-
no±ci¡ szersza analiza wªasno±ci modelu FHP-III umo»liwiªaby dokªadne zrozumienie
problemu i zmniejszenie zaistniaªych niezgodno±ci.
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A Testy poprawno±ci modelu FHP-III

Niniejszy dodatek po±wi¦cony zostaª testom poprawno±ci modelu FHP-III. Do naj-
prostszych i najbardziej popularnych testów nale»y symulacja rozchodz¡cej si¦ fali.
Bardziej rozbudowanym zagadnieniem jest przepªyw Poiseuille'a, który pozwala nie
tylko na sprawdzenie poprawno±ci implementacji modelu, ale równie» umo»liwia zba-
danie jego wªasno±ci �zycznych.

A.1 Rozchodz¡ca si¦ fala

Aby osi¡gn¡¢ efekt rozchodz¡cej si¦ fali, warto±¢ g¦sto±ci w ukªadzie powinna by¢
niewielka, natomiast w ±rodku ukªadu nale»y skoncentrowa¢ obszar o g¦sto±ci maksy-
malnej (okr¡g). W tabeli 1 znajduj¡ si¦ parametry symulacji.

ROZMIAR SIECI 150× 150j.s.
G�STO�� UK�ADU 0.2
G�STO�� OKR�GU 1
PROMIE� OKR�GU 10j.s.
ILO�� KROKÓW t = 270

Tabela 1: Parametry symulacji rozchodz¡cej si¦ fali.

Ukªad b¦dzie d¡»yª do równowagi w wyniku czego zag¦szczenie stopniowo
b¦dzie si¦ rozchodzi¢ wzdªu» wektorów sieci. W efekcie otrzymaªam rozchodz¡c¡ si¦
fal¦, co przedstawia rysunek 23.

Rysunek 23: Rozchodz¡ca si¦ fala.
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A.2 Przepªyw Poiseuille'a

Jednym z wa»niejszych i prostszych rodzajów przepªywu jest przepªyw przez rur¦ lub
szpar¦ mi¦dzy równolegªymi powierzchniami, kiedy na ±ciankach pr¦dko±ci równe s¡
zeru (przy warunkach bez po±lizgu), natomiast w ±rodku pr¦dko±¢ osi¡ga maksimum.
Taki przepªyw nazywamy przepªywem Poiseuille'a lub przepªywem przez kanaª pªaski.
Stanowi on jedno z nielicznych zagadnie« hydrodynamicznych z peªnym rozwi¡za-
niem analitycznym. Opisuje laminarny, jednokierunkowy przepªyw cieczy przez w¡skie
naczynie, który nie zmienia si¦ w czasie. Przy pomini¦ciu siª masowych podtrzymywa-
ny jest przez staªy gradient ci±nienia i dokonuje si¦ w stale okre±lonym kierunku. W
wyniku kontaktu pªynu ze ±ciankami naczynia wytwarza si¦ charakterystyczny pro�l
pr¦dko±ci. Pr¦dko±¢ pªynu jest mniejsza przy ±ciankach kanaªu ni» pomi¦dzy nimi, wi¦c
pro�l ma charakter paraboliczny zgodnie ze wzorem 10 [7]:

v(y) = − 1
2µ

∆p
∆x

y(h− y), (10)

gdzie µ to lepko±¢ kinematyczna, ∆p
∆x to gradient ci±nienia a h wysoko±¢

kanaªu.

Zgodnie z zaªo»eniami zagadnienia, utworzyªam prostok¡tny ukªad i wy-
peªniªam cz¡stkami z prawdopodobie«stwem równym p = 0.5. W celu wytworzenia
staªego gradientu ci±nienia wybraªam dwa obszary w ukªadzie: prawy i lewy, w któ-
rych utrzymywaªam g¦sto±ci przy wybranych warto±ciach. Niewielki obszar pomi¦dzy
nimi przeznaczyªam do oblicze«. Uproszczony schemat symulacji przedstawia rysunek
24.

Rysunek 24: Schemat przepªywu przez kanaª pªaski.

Obszary A i C stanowi¡ rezerwuary ci±nie« o wybranych g¦sto±ciach, w obszarze B
obliczaªam pro�l pr¦dko±ci, natomiast obszar D obejmuje caªy ukªad. Parametry
schematu znajduj¡ si¦ w tabeli 2.
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ROZMIAR SIECI (OBSZAR D) 200× 10j.s.
G�STO�� ρ0 OBSZARU A 0.4
G�STO�� ρ1 OBSZARU C 0.25
ROZMIAR OBSZARÓW A I C 5x10j.s.
ROZMIAR OBSZARU B 5x10j.s.
CZAS TRWANIA 5000 kroków

Tabela 2: Parametry symulacji przepªywu Poiseuille'a.

Otrzymaªam nast¦puj¡ce rezultaty:

Rysunek 25: G¦sto±¢ w ukªadzie.

G¦sto±¢ oscyluje na pocz¡tku wokóª wybranej warto±ci ρ0 i stopniowo spada
do g¦sto±ci ρ1. Wykres ma charakter liniowy, co oznacza, »e gradient ci±nienia jest
staªy. Ostatnim etapem symulacji jest wyznaczenie pro�lu pr¦dko±ci. W wybranym
obszarze B, w ka»dym w¦¹le sieci i wzdªu» osi OY liczyªam pr¦dko±¢ zgodnie z wcze-
±niej zamieszczonym wzorem, a nast¦pnie u±redniªam wyniki. Rysunek 26 przedstawia
otrzymane warto±ci oraz dopasowan¡ do nich parabol¦ dla lepszej czytelno±ci.
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Rysunek 26: Pro�l pr¦dko±ci w przepªywie Poiseuille.

Pr¦dko±ci w wybranym obszarze ukªadaj¡ si¦ na wykresie zgodnie z oczeki-
waniami, co pozwoliªo otrzyma¢ prawidªowy pro�l Poiseuille'a. Punkty niemal pokry-
waj¡ si¦ z pomocnicz¡ parabol¡, zatem test poprawno±ci wykonaªam z powodzeniem.
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B Fragmenty kodu symulacji

W niniejszym dodatku znajduj¡ si¦ wybrane fragmenty kodu napisane w j¦zyku C++
i nie stanowi¡ one samodzielnej symulacji. Ka»dy z fragmentów zostaª krótko obja-
±niony. Do implementacji modelu FHP-III w wi¦kszo±ci wykorzystaªam nast¦puj¡ce
¹ródªa: [7] , [12], [8].

Tablica wszystkich mo»liwych kolizji w modelu FHP-III z uwzgl¦dnieniem sytuacji
kiedy cz¡stka mo»e odbi¢ si¦ na dwa ró»ne sposoby:

1 unsigned char zasadyKolizji [][] = {

2 {0, 1, 2, 3, 4, 66, 6, 7, 8, 36, 68, 38, 12, 74,

3 14, 15 ,16, 96, 9, 98, 72, 42, 13, 102, 24, 52,

4 84, 45, 28, 90, 30, 110, 32,33, 65, 35, 18, 19,

5 69, 39, 80, 81, 21, 83, 26, 54, 77, 87 ,48, 49,

6 41, 51, 104, 105, 27, 107, 56, 57, 116, 117, 60,

7 122, 93, 63 ,64, 34, 5, 67, 10, 11, 70, 71, 20,

8 100, 22, 23, 76, 86, 78, 79 ,40, 50, 73, 101, 44,

9 106, 46, 47, 88, 58, 108, 109, 92, 62, 94, 95, 17,

10 97, 37, 99, 82, 43, 75, 103, 25, 114, 85, 55, 29,

11 118, 31, 111 ,112, 113, 53, 115, 89, 59, 91, 119,

12 120, 121, 61, 123, 124, 125, 126, 127},

13 {0, 1, 2, 3, 4, 66, 6, 7, 8, 18, 68, 69, 12, 22,

14 14, 15 , 16, 96, 36, 37, 72, 42, 74, 75, 24, 104,

15 44, 54, 28, 108, 30, 110 ,32, 33, 65, 35, 9, 98,

16 11, 39, 80, 50, 21, 101, 84, 27, 86, 87, 48, 49,

17 81, 51, 25, 114, 45, 107, 56, 57, 89, 117, 60, 122,

18 93, 63, 64, 34, 5, 67, 10, 38, 70, 71, 20, 82, 13,

19 102, 76, 46, 78, 79, 40, 41, 100, 43, 26, 106, 77,

20 47, 88, 116, 29, 118, 92, 62, 94, 95, 17, 97, 19,

21 99, 73, 83, 23, 103, 52, 53, 85, 55, 90, 91, 31,

22 111, 112, 113, 105, 115, 58, 59, 109, 119, 120,

23 121, 61, 123, 124, 125, 126, 127}

24 };

Tablica przechowuj¡ca mas¦ ka»dego z mo»liwych stanów w¦zªa:

1 int masaWezla[ ] = {0, 1, 1, 2, 1, 2, 2,

2 3, 1, 2, 2, 3, 2, 3, 3, 4, 1, 2, 2, 3, 2, 3, 3,

3 4, 2, 3, 3, 4, 3, 4, 4, 5, 1, 2, 2, 3, 2, 3, 3,

4 4, 2, 3, 3, 4, 3, 4, 4, 5, 2, 3, 3, 4, 3, 4, 4,

5 5, 3, 4, 4, 5, 4, 5, 5, 6, 1, 2, 2, 3, 2, 3, 3,

6 4, 2, 3, 3, 4, 3, 4, 4, 5, 2, 3, 3, 4, 3, 4, 4,

7 5, 3, 4, 4, 5, 4, 5, 5, 6, 2, 3, 3, 4, 3, 4, 4,

8 5, 3, 4, 4, 5, 4, 5, 5, 6, 3, 4, 4, 5, 4, 5, 5,

9 6, 4, 5, 5, 6, 5, 6, 6, 7};

Proces kolizji z przeszkod¡ lub cz¡stkami:

1 for(int i=0; i<NX; i++){

2 for (int j=0; j<NY; j++){

3

4 if( przeszkody[i][j] == 0){

5 p = losujLiczbe (); // funkcja losujaca

6 wezel = (int)siec[i][j]; // wartosc wezla

7 stanPoKolizji[i][j] = zasadyKolizji[p][ wezel];//zapis po

kolizji w tymczasowej tablicy

8 }
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9 else if( przeszkody[i][j] == 1){

10 stanPoKolizji[i][j] |= ((1 & siec[i][j]) << 3);

11 stanPoKolizji[i][j] |= ((2 & siec[i][j]) << 3);

12 stanPoKolizji[i][j] |= ((4 & siec[i][j]) << 3);

13 stanPoKolizji[i][j] |= ((8 & siec[i][j]) >> 3);

14 stanPoKolizji[i][j] |= ((16 & siec[i][j]) >> 3);

15 stanPoKolizji[i][j] |= ((32 & siec[i][j]) >> 3);

16 }

17

18 }

19 }

20 odwroc(siec , stanPoKolizji); // przepisanie wynikow

Proces przesuwania cz¡stek po sieci zgodnie z ich wektorami pr¦dko±ci, gdzie
funkcja warunekPrzejscia() zawiera warunki brzegowe.

1 for(int i=0; i<NX; i++){

2 for (int j=0; j<NY; j++){

3

4 b = ( (j+2) - 1 ) % 2; // parametr wskazujacy sasiadow

poszczegolnego wezla

5

6 wsx = (i+ b);

7 wsy = (j+1 ) ;

8 if(warunekPrzejscia(wsx ,wsy))

9 stanPoPrzesunieciu[wsx][wsy] |= (1 & siec[i][j]);

10

11 wsx = (i+1);

12 wsy=j;

13 if(warunekPrzejscia(wsx ,wsy))

14 stanPoPrzesunieciu[wsx][wsy] |= (2 & siec[i][j]);

15

16 wsx = (i+b);

17 wsy = (j-1);

18 if(warunekPrzejscia(wsx ,wsy))

19 stanPoPrzesunieciu[wsx][wsy] |= (4 & siec[i][j]);

20

21 wsx = (i-1+b);

22 wsy = (j-1 );

23 if(warunekPrzejscia(wsx ,wsy))

24 stanPoPrzesunieciu[wsx][wsy] |= (8 & siec[i][j]);

25

26 wsx = (i-1);

27 wsy=j;

28 if(warunekPrzejscia(wsx ,wsy))

29 stanPoPrzesunieciu[wsx][wsy] |= (16 & siec[i][j]);

30

31 wsx = (i-1+b);

32 wsy = (j+1) ;

33 if(warunekPrzejscia(wsx ,wsy))

34 stanPoPrzesunieciu[wsx][wsy] |= (32 & siec[i][j]);

35

36 stanPoPrzesunieciu[i][j] |= ( 64 & siec[i][j] );

37

38 }

39 }

40 odwroc(siec , stanPoPrzesunieciu);
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Funkcje zwracaj¡ce pr¦dko±ci vx (u), vy (v) dla danego w¦zªa.

1 double predkoscU(unsigned char siec[ ][ ], int x, int y, int masa){

2

3 double sum = 0.0;

4 double u;

5 unsigned char wynik;

6 // wartosci predkosci u dla kazdego z wektorow sieci

7 double ex[z]={0.5, 1.0, 0.5, -0.5, -1.0, -0.5, 0.0};

8

9 if( masa == 0){

10 return sum;

11 }

12 else if( masa != 0){

13 for( int i=0; i<z; i++){

14 wynik = (unsigned char) pow(2, i) & siec[x][y];

15 if( (int)wynik != 0){

16 sum += ex[i];

17 }

18 }

19 u = (double)sum / (double)masa;

20 return u;

21 }

22

23 }

1 double predkoscV(unsigned char siec[ ][ ], int x, int y, int masa){

2

3 double sum=0.0;

4 double v;

5 unsigned char wynik;

6 // wartosci predkosci v dla kazdego z wektorow sieci

7 double ey[z] = {0.866, 0.0, -0.866, -0.866, 0.0, 0.866, 0.0};

8

9 if( masa == 0){

10 return sum;

11 }

12 else if(masa != 0 ){

13 for( int i=0; i < z; i++){

14 wynik = (unsigned char) pow(2,i) & siec[x][y];

15 if( (int)wynik != 0){

16 sum += ey[i];

17 }

18 }

19 v = (double)sum / (double)masa;

20 return v;

21 }

22

23 }

Funkcja dodaj¡ca cz¡stki do górnej pokrywy w zale»no±ci od ustalonych
parametrów p0-p7.

1 void gornaPokrywa( unsigned char siec[ ][ ]){

2

3 double p[z]={0.0,0.5,0.5,0.3,0.1,0.1,0.0}; // przykladowe wartosci

parametrow p0-p6

4
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5 for( int i=1; i<NX -1; i++){

6 for(int j=NY -B; j<NY; j++){ // zmienna B oznacza grubosc gornej

pokrywy

7

8 for (int k=0; k < z; k++){

9 if( losowa () < p[k] ){ // funkcja losowa () zwraca liczbe z

przedzialu <0,1)

10 siec[i][j] |= (unsigned char) pow(2,k);

11 }

12 }

13 }

14 }

15

16 }

Przebieg interpolacji wyników. W tablicach sredniaU, sredniaV znajduj¡ si¦
u±rednione w czasie warto±ci pr¦dko±ci u i v.

1 for( int j=0; j<NY; j++){

2 for( int i=0; i<NX; i++){

3

4 if(j % 2 == 0 ){

5 wynikiU[i][j] = sredniaU[i][j];

6 wynikiV[i][j] = sredniaV[i][j];

7 }

8 else if ( j % 2 != 0){

9 wynikiU[i][j] = interpolacja(sredniaU , i, j);

10 wynikiV[i][j] = interpolacja(sredniaV , i, j);

11 }

12 }

13 }

gdzie funkcja interpolacja() wygl¡da nast¦puj¡co:

1 double interpolacja(double dane[ ][ ], int x, int y){

2 if( x == NX-1){

3 return dane[x][y];

4 }

5 else{

6 return ((dane[x][y] + dane[x+1][y])/2.0);

7 }

8 }
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